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Limite e continuidade

Nocao intuitiva de limite

Considere a funcdao f (x) =x” —1. Esta funcdo esta definida para todo x e R, isto &,

qualquer que seja o nimero real x , o valor f (xn )esté bem definido.

Exemplo 1. Se x, =2 entdo f(xo):f(Z): 27 —1=3. Dizemos que a imagem de x, =2 é o valor

f(2)=3.

Graficamente:

NZEERNE

x’=1

Considere agora uma outra fungio g(x)= Esta funcdo estd definida

Vx e R—{1} . Isto significa que ndo podemos estabelecer uma imagem quando x assume o valor 1.

=1 0
)= _ Y99
g(1) 170

Quando dividimos a por b procuramos um niimero c tal que o produto bc resulte em a.

%zc@bc:a.Porexemplo, %:2<:>3-2:6.

0 e ,
Se fizermos 0 =x < 0-x=0, para qualquer valor de x € R, isto ¢, infinitos valores de x. Dai a

indeterminac¢do no valor de x...

0 . ) . . n f e . . Ca -
0 simboliza uma indetermina¢do matematica. Outros tipos de indeterminagdes matematicas

serdo tratados mais adiante.
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Como a variavel x ndo pode assumir o valor / na fun¢do g, vamos estudar o comportamento desta
funcdo quando x estd muito proximo de I, em outras palavras, queremos responder a seguinte
pergunta:

Qual o comportamento da fun¢do g quando x assume valores muito proximos (ou numa vizinhanga)
de /, porém diferentes de /?

A principio o estudo do limite visa estabelecer o comportamento de uma fun¢do numa
vizinhanga de um ponto (que pode ou nao pertencer ao seu dominio). No caso da funcao f, qualquer
valor atribuido a x determina imagem Unica, sem problema algum. Mas na fun¢do g, existe o ponto
x =1 que gera a indeterminagao.

2
x° =1 o
7 quando x assume valores proximos de /,

Estudemos os valores da fun¢ao g(x) =

mas diferente de 1. Para isto vamos utilizar as tabelas de aproximacaoes.

Observaciao: Podemos nos aproximar do ponto /:

e por valores de x pela direita: —

i

e por valores de x pela esquerda: O

bl

Tabelas de aproximacoes

As tabelas de aproximacdes sdo utilizadas para aproximar o valor da imagem de uma
funcdo (se existir) quando a varidvel x se aproxima de um determinado ponto.

Atribuindo a x valores proximos de /, porém menores (pela esquerda) do que /: (tabela A)

X 0 0,5 0,75 0,9 0,99 0,999 0,9999
2(x) ) 1,5 1,75 1,9 1,99 1,999 1,9999
Atribuindo a x valores proximos de /, porém maiores (pela direita) do que /: (tabela B)
X 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001 1,0001
2(x) 3 2,5 2,25 2,1 2,01 2,001 2,0001

Observe que podemos tornar g(x) tdo proximo de 2 quanto desejarmos, bastando para

isso tomarmos x suficientemente proximo de /. De outra forma, convencionaremos:

“O limite da funcio g(x) quando x se aproxima de (tende a) 7 é igual a 2”.

Simbolicamente escrevemos: lim g(x) =2

Alvaro Fernandes

x—1

ou

lim
x—>1

x’=1 B
x—1

2.




Observacio:
Os dois tipos de aproximagdes que vemos nas tabelas A e B sdo chamados de limites laterais.

* Quando x tende a / por valores menores do que / (tabela A), dizemos que x tende a / pela
esquerda, ¢ denotamos simbolicamente por x — /. Temos entao que:

w1 Obs: O sinal negativo no expoente do
lim g(x)=2| ou |lim =2 n® | simboliza apenas que x se
x> 1 x> x—1 aproxima do niimero / pela esquerda.

* Quando x tende a / por valores maiores do que / (tabela B), dizemos que x tende a / pela
direita, ¢ denotamos simbolicamente por x — /* . Temos entdo que:

¥’ -] Obs: O sinal positivo no expoente
lim g(x)=2| ou lim =2 do n® 1 simboliza apenas que x se
x>l o x—1 aproxima do numero / pela direita.

Definicao intuitiva de limite (para um caso geral)

Seja f uma fungdo definida num intervalo / — R contendo a, exceto possivelmente no
proprio a. Dizemos que o limite de f{x) quando x se aproxima de a ¢ L €, e escrevemos
lim f (x)=L, se, e somente se, os limites laterais a esquerda e a direita de a sdo iguais

xX—a

a L, isto & lim f(x)=lim f(x)=L. Caso contrario, dizemos que o limite ndo existe, em
- x—a*

X—a

simbolo ¥ lim f(x).

xX—a

2
, . N x' -1 N . -
Ainda com relagdo a funcio g(x) = 7 podemos entdo concluir, pela defini¢do, que:
x f—
. x'—1 . o xT =1 X =1
lim =2, porque os limites lateriais lim e lim sdo iguais a 2.
x>l x— x>t x—1 x=Im x—1

De forma equivalente,

lim g(x)=2 porque lim glx) = lim g(x)=2.

x—>1 x—>1"

Sera necessario sempre construir tabelas de aproximagoes para determinar o limite de uma funcao,
caso ele exista?

Nao! H& uma forma bem mais simples, como veremos a seguir.
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Calculo de uma indeterminacao do tipo %

) - .0 c o *
Sempre que nos depararmos com uma indeterminagdo do tipo rk deveremos simplificar a

expressdo da fun¢do envolvida. Logo apoés, calculamos o limite da fungdo substituindo, na
expressao ja simplificada, o valor de x.

* Para simplificar a expressdo vocé deve utilizar fatoragao, conjugado de radical, dispositivo pratico

de Briot-Ruffini para dividir polindomios, etc...

Vejamos os exemplos seguintes.

x’ =1
x—1"

Exemplo 2. Determine lin? g(x), onde g(x)=

Observe que substituindo x por / na fungdo g obtemos g(1)=% que ¢ uma indeterminacio

matematica! Quando a varidvel x estd cada vez mais proxima de /, a fun¢do g esta cada vez mais
proxima de quanto? Devemos entdo simplificar a expressdo da fung¢do g e depois fazer a
substituicao direta.

g(x) _i:JI(@i;])_(xu),wiz Entio:

2 2 _
= lim > _1=1im(’V/])(“]):zim(xu)zuzzz. Logo,lin?x I,

{Cll)’l’f g(X) x>l x—] x—>1 //_] x—>1

Chegamos a mesma conclusdo da analise feita pelas tabelas de aproximagdes, porém de uma forma
mais rapida e sistematica.

Nao mais utilizaremos as tabelas de aproximacdes para casos semelhantes a este!!

X2 - I . . - xZ — ]
=2 significa que a funcio g(x)=
x —

Vale lembrar que a expressao /lim esta

x> X —
tdo proxima de 2 assim como x estd suficientemente proximo de /, porém diferente de /.
Graficamente podemos verificar isso:

, N x' -1
Grafico da fung¢ao g(x) = IR Vx #1.
x—
y1
= iT=y—=2 -1

) ——g . = lim =7

______ ==y ¥+l x—f
o) f x
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Exemplo 3. Determine lim —;
x> x° —

N fz&u . (x//l) . i i

lim ——=1Ilim =lim =—

=1 .
ol xP =1 ol X =1 Jx+1 Xlﬂ};/—l)(x+1)(\/;+]) =l (x+)\Wx+1) 4
Jx-1

2
-1
mais proximo de //4 a medida que x se aproxima de / pela esquerda e pela dlrelta.

. L ... 0
(observe a indetermina¢do matematica 0 no ponto x=1).

Se vocé construir as tabelas de aproximagdes, constatard que a fungdo y = esta cada vez

3

.. ) o ... 0
Exemplo 4. Determine /im (observe a indetermina¢do matematica 7 no ponto x =2).

=2 3x° —12
3 353 / 2
lim 8 _ lim (x2 2 x +2x+4)—lim (x +2x+4):£:]
2 3x7 =12 =2 3(x = 3// x+2) =2 3(x+2) 12
x -8
Constate através das tabelas de aproximagdes que se x — 2 entdo y = R -1
x —
3
Exemplo 5. Determine lin} % (observe a indeterminacao matematica % no ponto x=1).
x>l 4x° —3x—

Vamos resolver este limite usando o dispositivo pratico para dividir polindmios de Briot-Ruffini.
Precisaremos antes do...

Teorema de D’Alembert: Um polindmio f(x) ¢ divisivel por (x—a), a € R, se, e somente se, a
¢ umaraiz de f(x),isto é, f(a)=

fx) | (x—a) e a) ol e r(e), Assim (@)= 0 o rla)
) g = W=lma)dl)erl). Assim, fla)=0 < r(a)=0.

Como o ponto x =/ anula os polindmios do numerador e denominador, entdo ambos sdo divisiveis
por x—1. Assim,

2x° +3x-5
3 2 2
im 2x2+3x—5=h,m Sx—]) _ (¥)= lim 2x° +2x+5 _2(1) +2(1)+5:g.
1 4x? —3x+1 ! 4x?—3x—1 =l 4x+] 41)+1 5

(x-1)

(*) Usamos entdo o dispositivo de Briot- Ruffini para dividir estes polindmios...

112 0 3 -5 114 3 -1
|2 2 5 [ 0=resto |4 1 | 0=resto
H_J -

ax’ +bx+c=2x"+2x+5 ax+b=4x+1

Obs.: Faca uma revisdo deste dispositivo num livro de matematica do ensino médio.
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Algumas formulas que auxiliam as simplificacdes nos calculos dos limites.

Produtos notaveis:

1°) Quadrado da soma: (a+b) =a’ +2ab+b’.

2°) Quadrado da diferenga: (a —b) =a’ —2ab+b’.

3°) Produto da soma pela diferenca: (a+b)a—b)=a’ —b’.
4°) Cubo da soma: (a+b) =a’ +3a’b+3ab’ +b’.

5°) Cubo da diferenga: (a—b) =a’ —3a’b+3ab’ —b° .
Fatoragoes:

6°) Fator comum: ax*ay = a(x + y).

7°) Diferenga de quadrados: a’ —b” =(a+b)a—b).

8°) Trindmio do 2° grau: ax’ +bx+c=a(x—x')x—-x""), onde x' e x'" sdo as raizes obtidas pela

_b+A/A

formula de Bhaskara (x =
2a

conde A =b’ —4acJ .

9°) Soma de cubos: a’ +b’ = (a+b)(a2 —ab+b2).
10°) Diferenga de cubos: a’ —b’ = (a—b)(az +ab+b2>.

Conjugado de radicais:

11°)C0njugadode\/_ N \/_-I-\/_ pois (\/_ \/_) (\/_ \/_)—a b.
12°) Conjugado de ¥/a — b & a? +3ab+p’ pms( )(\/_+\/_+\/_)

Proposicao (unicidade do limite).

Se lim f(x)=L, e sz f(x)=L,, entdo L, =L,. Se o limite de uma fungio num ponto existe,

entdo ele é unico.

Principais propriedades dos limites.

Se lim f(x) e lim g(x) existem, e k é um numero real qualquer, ento:
xX—a xX—>a

a) lim [f(x)+ g(x)]=lim f(x)lim g(x).

b) lim k.f(x)=k.lim f(x).
c) tim [£(x)-g(x)]=lim £(x)-lim g(x)

X—a

d) lim =224 , lim glx)#0.
) i gy 80

e) limk =k.

X—>a
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2

Exemplo 6. Calcule /im il

usando as propriedades.

1 2x+4
o X7 =7 1 xie7 ] M7 g lim sl T g (Y e(-7) -6
w1 2x+4 =1 2(x+2) 2 k12 2 limx+2 2 limx+lim2 2 142 6
x—1 x—1 x—1
Ufa, quanto trabalho!!! Bastaria substituir o ponto x =/ diretamente na expressao, obtendo logo
=5__
6
Atividades (grupo 1).
Calcule os limites abaixo:
3
a) lim 4-x’ b lim 4x+3 ¢) lim > !
x—1 —
x=>=2 D+ x x—>3 xz_x_6 Ix—=35
8y tim S &) lim 10 0 tin V!
xi—2 4 — xZ -2 8§ — X3 x>l x—]
1=’ 2-Jx-3 o 3-[5+x
g) lim ———— h) lim ——— 1) lim ————
x>l x4+l 2+ x x—>7 x2—49 JH"]—\/5—x
Atividades (grupo 2).
Calcule os limites indicados:
Y ule: fim f(x), lim f(x) ¢ lim f(x).
a) f(x il x>0 calcule ximlf , Xl_l:;;tfx exl_rzgf
, X #2
b) glx calcule: lim g(x).
4—x’, x<1
¢) h(x) = , calcule: lim h(x).
5-2x,x>1 X1
x<0
d) I(x)= ,0<x<2 calcule: lim I(x), lim (x), lim I(x) e Ilim I(x).
x—0 x—2 X—>—00 X—>+0©
2x—6, x=>2
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Continuidade

Defini¢do: Seja x, um ponto do dominio de uma funcdo f. Dizemos que f ¢ continua no ponto

X, se:

lim f(x)=f(x,)

x—)x()
Exemplo 7. A fun¢do do exemplo / (pag. 3) € continua no ponto x, =2, pois Zing f (x) =f (2) =3.
Na verdade esta funcdo ¢ continua em R, isto €, em todos os pontos da reta (do seu dominio).

Exemplo 8. Algumas fungdes que ndo siao continuas no ponto x,:

a) Q)

F 5 .

It J ) S .&

o 'xl'.'.l x o X x e \EI” ¥
Pois...

a) ndo existe /im f(x), apesar de f(x,) existir, neste caso f(x,)=L;

X=X,

b) existe lLm f(x), isto é lLm f(x)=L,. Existe f(x,), neste caso f(x,)=L,, mas

X=X X=X

lim f(x)= f(x,):

¢) ndo existe lim f(x), apesar de f(x,) existir, neste caso f(x,)=L.

X=X

Exemplo 9. Verifique se as fun¢des abaixo sdo continuas nos pontos indicados:

1-x* x>1
2 \/__1’
x°—16
, x#4
8§—-2x 2?3
a) f(x)= , x,=4. b) g(x)= ’;_ ,x<l , x,=1.
2x—4, x=4 *
1-5x, x=1
2_ J—
Solugdes: a) Calculando o limite, temos: /im x - 16 =lim w:lim —M:—4.

s> 8§-2x x>t 24-x) >4 2
Calculando a imagem, temos: f(4)=2(4)—4=4. Como Zinz f(x)#= f(4), entdo a fungdo ndo ¢

continua (ou descontinua) no ponto x, =4.
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b) Calculando o limite, temos:

Cor-x? o (=x)i+x) Ax+l o (=xfirx)x 1) B
lin ey Sy R st (el )=

2 2
lim 2x _2=lim Z(X—_I):Zlim w:2lim —(x+1)=2(-2)=—4

x—>1 ] —X x—>1 ] —X x—>1" 1 —X x—>1"

Como os limites laterais sdo iguais, temos que lin; g(x) =—4.

X—>

Calculando a imagem, temos: g(/)=1-5(1)=—4.

Como lim g(x)=g(I), entdo a fungdo ¢ continua no ponto x, = 1.

x—>1
Atividades (grupo 3).

Determine, se possivel, a constante a € R de modo que as fung¢des abaixo sejam continuas no ponto
x, , sendo:

3ax? +2,x<1 ax’ +2,x#1
= ’ = ] . = ’ = .
2) /(x) {x_ sray  ®=D) b) g(x) {az,x o &=
Atividades (grupo 4).

Determine, se possivel, as constantes aeb € R de modo que as fungdes abaixo sejam continuas no
ponto x_, sendo:

3x-3,x>-3 2a.c0s(n+x)+1,x<0
c) f(x)= ax,x=-3 (xo :—3). d) g(x): 7x—3a,x=0 (xo :0).
bx’+1,x<-3 b—2x>,x>0

Propriedades das fun¢des continuas.

Se as fungdes f e g sdo continuas em um ponto x,, entdo:
1) f = g écontinuaem x,;
il) f g écontinuaem x,;

iii) f / g é continua em x, desde que g(x,)#0.
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Limites infinitos

Quando resolvemos um limite ¢ ndo encontramos como resposta valores numéricos, mas sim
infinito (+ o ou — ), dizemos entdo que o limite ¢ infinito.

2
Exemplo 10. Calcule /im al 1.
x—>—1 X — ]

x' =1 0
, encontramos —=0.
-1 2

Neste caso, quando fazemos a substitui¢do de x por —/ na expressao

_ 0
Esta ndo ¢ uma situacio especial. Sempre que na substitui¢do de x ocorrer = k #0, o resultado

do limite sera sempre zero, naturalmente.
o k
E se na substituicdo do valor de x ocorrer 0 k#0?
Vamos analisar esta situagdo num caso particular e depois formalizar uma regra.
T |
Exemplo 11. Estude o seguinte limite: /im —.
x—=0 X
Devemos analisar os limites laterais. Vamos recorrer as tabelas de aproximacoes:

Aproximagao do zero pela direita (notagdo x — 0")

X 1 0,1 0,01 0,001 0,0001

Ax)=1/x ] 10 100 1000 10.000

Cada vez que tomamos x suficientemente proximo de zero (pela direita), f(x)=1/x cresce
indefinidamente. Simbolizamos esta situa¢ao assim:

lim —=+w
x>0 X

Aproximagao do zero pela esquerda (notagdo x — 07)

X -1 -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001

Ax)=1/x ] _10 ~100 ~1000 ~10.000

Cada vez que tomamos x suficientemente proximo de zero (pela esquerda), f(x)=1/x decresce
indefinidamente. Simbolizamos esta situa¢ao assim:

li !
im —=-—w
x>0~ X F1
. . o N 1
Conclusdo: Como os limites laterais sdo distintos, entdo 3 /im —.
x—=0 X

Veja ao lado o grafico da fungio f(x)=1/x.
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Regra (generalizacdo)

L . k .
Se na substituigdo do valor de x no calculo de um limite ocorrer 0 k #0 , entdo diremos que a

resposta do limite ¢:

k k
+ 00, seocorre 0—+,k>0 e —oo, Seocorre 0—+,k<0

k k
—00,seocorreo—_,k>0 € +oo, seocorreO—_,k<0

k . e
Desta regra podemos perceber que — — 0. Se o denominador tende ao infinito com o numerador
T 00

constante, a razao se aproxima de zero. Como veremos agora.

Limites no infinito

Estamos interessados agora em estabelecer o comportamento de uma fungdo quando a variavel x
cresce indefinidamente (x — +o0) ou quando ela decresce indefinidamente (x — —c0 ). Em algumas
situacdes, a fungdo se aproxima de um valor numérico (figura 1), noutros pode também crescer
indefinidamente (figura 2) ou decrecer indefinidamente (figura 3).

y 5 71y

g{x} =x+

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Exemplo 12.

X—>+o\ ¥

Na figura 1: lim(l+1j=0+1:].

Na figura 2: lim (x + 1)=+o0.

X—>+0

Na figura 3: lim (4—x2): —o0.

X—>+00
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As tabelas abaixo apresentam situagdes de operagdes com infinito que usaremos com freqiiencia.

Produto:

Soma:

(oo)— (oo = 7 indeterminagdo!

Soma com constante:

k-(o0)=00,k >0 (too)+k =40,k eR
k~(—oo)=—oo,k >0
k~(oo)=—oo,k<0
k~(—oo)=oo,k<0
Quociente: Poténcias:

T oo . . ~
— =7 indeterminagdo!
too

Se n éum natural ndo nulo, entio:

(of = e (o) = {oo, sené [?atr.
— o0, se 1 & impar.

Atividades (grupo 5). Calcule os limites:

2

a) lim al
2 x — 2

2x—4
b) /i .
sy

2x—7
lim——.
) 3y

d) lim %—2)63 +6.
X—>+0 3)(

Atividades (grupo 6). Calcule os limites:

3-x b) lim 23_x

x5  x—5 x—=2" x

c) lim

Alvaro Fernandes
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Expressoes indeterminadas

: 0, x4 N ”» o
Vimos que 5 ¢ uma expressao de indeterminacio matematica. Também sdo:

w—-mw, Oxo, [°, 0" e .

)

o0
Vamos analisar os quatro primeiros casos. Os outros serdo tratados em capitulos posteriores.

A indeterminacio do tipo iy
o0

Exemplo 13. Calcule os limites abaixo:

3 2 2
1 I 6x° +1
a) lim ——" b) fim ¢) lim =2
x4 5x° 4+ 3 x>0 x7 4+ x x40 3x7 4+ x

. o .00 :
Podemos observar que estas expressoes geram indeterminagdes do tipo —, pois quando x — +oo
o0

as expressoes do numerador e denominador também tendem a + oo . Nao podemos afirmar, a priori,
o valor delas. Vejamos:

a)
5 x{] + ij x(l + JJ lim x(] + ij
Zimx—”: lim N X x') o X :+oo(1+0):+oo:+oo
X—>+0 2 X—>+0 X—>+0
xi s 5x2(1+ 32j 5(1+32j lim 5(1+32j su+0) s
5x 5x X—>+0 5x
s x2[1+lzj [1+sz lim [1+sz
x . X . X v\ x (1+0) 1
b) lim — = lim ; = lim TN N (] 0): =0.
XX x4(1+3j J xz(]—i-jj lim x2(1+3j ool oo
X X X—>+0 X
) 6x2(1+12j 6(1+12] lim (1+2j
& tim OE Ay 637 L 6x?) 6 ol 6x?) 6 (1+0)
3 (1+0)

X—>+00 2 _xlmoo _x : 0 3 B
e 3xT 4x o 3x2[1+1j o 3[1+31j 5 im [1+31j
X X—>+0

A e~ . : - . © :
Observamos que nas trés situagdes analisadas as indeterminagdes do tipo — produziram respostas
o0

distintas (como era esperado, por isso que ¢ indeterminagdo!) Vocé deve ter notado que para
resolver indeterminagdes deste tipo a idéia € colocar o termo de maior grau em evidéncia no
numerador e no denominador.
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Atividades (grupo 7).

1. Calcule os limites abaixo:

3
a) lim 2> L
x>t 5x7 + x4+ 1

5 2
b) lim X+ 3x7
xote 2x + ]
Xt +2x
c) lim

A indeterminaco do tipo oo - o0

Exemplo 14. Calcule os limites abaixo:

a) lim x> —x°. b) lim 5x° +x.

X—>+400 X—>—0

Podemos observar que estas expressdes geram indeterminagdes do tipo oo - co, mas ndo podemos

afirmar, a priori, o valor delas. Vejamos:

Usando a mesma técnica da indeterminagao anterior...

X—>+0 X—>+0

X

a) lim x* —x’ = lim—xj(—l+1j:—oo(0+]):—oo(]):—oo.

b) lim x+5x° +7 = lim 5x2(i+]+ 5
X—>—0 X—>—0 S5x 5x

Atividades (grupo 8).

1. Calcule os limites abaixo:

a) lim x> —x’ +2x. b) lim x*+5x-6.

X—>+00 X—>=0
A indeterminacio do tipo 0 x oo
Exemplo 15. Calcule os limites abaixo:

a) lim = (v +1). b) lim ——(x).
x>+ x x>0 [y

Alvaro Fernandes

4 ]:+oo(0+]+0)=+oo(]):+oo.

c) lim Jx+2-+/x.

X—>00
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Podemos observar que estas expressoes geram indeterminagdes do tipo 0 x oo, mas nao podemos
afirmar, a priori, o valor delas. Vejamos:

.2 _2x7+2 . S A
a) lim —3(x2 + 1): lim ——— =... Transformamos a indeterminagdo 0 x 0 em 0/ . Dai vocé
x>+ x X—>+0 X
jé sabe!
o 2x7 42
W= lim ———=..=0.
X—>+00 X

3 3x
b) lim ——(x)= lim = =
) lim —=(x)= lim —=

técnica da racionalizagao:

3x ) 3x'£ im 3x\/;:lim 3\/_:3(+oo)=+oo.
X

x40y x—>+0

... Novamente transformamos a indeterminacdo para o/ co. Usando a

Atividades (grupo 9).

1. Calcule os limites abaixo:

a) lim L(xz +3). b) lim (ij(xz —25).

X—>+00 4/ X x5\ x-5

Limite fundamental exponencial (a indeterminacio do tipo 1%)

O numero e tem grande importancia em diversos ramos das ciéncias, pois estd presente
em varios fendmenos naturais, por exemplo: Crescimento populacional, crescimento de populacdes
de bactérias, desintegracdo radioativa (datagdo por carbono), circuitos elétricos, etc. Na area de
economia, ¢ aplicado no calculo de juros.

Foi o Matematico Inglés Jonh Napier (1550-1617) o responsavel pelo desenvolvimento
da teoria logaritmica utilizando o nimero e como base. O nimero e ¢ irracional, ou seja, ndo pode
ser escrito sob forma de fragdo, e vale aproximadamente:

| e=z27182818 |

Como o numero e ¢ encontrado em diversos fendmenos naturais, a fungdo exponencial
f(x)=e" ¢ considerada uma das fungdes mais importantes da matematica, merecendo atengdo
especial de cientistas de diferentes areas do conhecimento humano.

Proposicao:  [im (1 + l) =e.

x—>*0 X

A prova desta proposi¢do envolve nogdes de séries. Utilizaremos o recurso das tabelas de
aproximacodes e grafico para visualizar este resultado.
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Tabela

X ] *
f(x):(]+—)
X
100 2,7048..
1000 2,7169..
100.000 2,7182..
X > + o fix) = e

Faca uma tabela para x — - .

Grafico:
¥ ¥
Flzl= [f + ;] F
glx) e -
T
= x

Exemplo 16. Calcule os limites abaixo:
Sx 4x
a) lim (1+lj . b) lim (I—EJ :
X—>+00 X X—>—00 X

Nestes dois casos percebemos indeterminagdes do tipo 1°. Vejamos as solugdes...

5x X 5 X 5
a) lim (]Jrij = lim l:[1+ij } Z{lim[l—kij ] =e’.
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X

b) Neste caso, usaremos uma mudanga de variavel...

Faca x =-3¢. Se x > —0 entdo ¢t —> +.

4x 4(73[) —I2¢ ¢ -12
Logo, lim (l—ij = lim (l—i] = lim (]Jrlj = {lim (]Jrlj :l =e .
X—>—0 X t—>+00 — 3t t—>+o0 t t—>+00 t

Atividades (grupo 10).

1. Calcule os limites abaixo:

2x Sx 2x
a) lim (1+Zj , b) lim (J—EJ . ¢) lim (x”j .
X—>+00 X X—>—® X x40 | x — ]

Alvaro Fernandes
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Conseqiiéncias importantes do limite fundamental exponencial:

i) lim(I1+x)" =e. i) lim ~ _]zln(a), a>0ea#l.
x—0 x>0 X

Atividades (grupo 11). Resolva os dois limites acima com as sugestdes a seguir:

e No item (i) faga a mudanca de varidvel x = — e use o limite fundamental exponencial.
t

e No item (ii) faga a mudanca de variavel a* —1 =t e use o item (i).

Atividades (grupo 12).

1. Resolva os limites abaixo:

a) lim (1+2x)"" b) lim>—L . o) lim <=1 dy im <=2

x>0 x—0 X x>0 4x x—0 X

Limite fundamental trigonométrico

.. . e - .. S, .0
O limite fundamental trigonométrico trata de um limite cuja indeterminagao ¢ do tipo 0

envolvendo a fungio trigonométrica y =sen(x). Este limite é muito importante, pois com ele
resolveremos outros problemas.

sen(x)

Proposicao: [im =1.

x—0 X

A funcao f(x) = %(x) ¢ par, isto &, f(— x) = f(x), Vx # 0, pois
X

f(— )C) _ sen(— X) _ —S@I’Z(X) _ sen(x) _ f(x)

-X -X x
Se x>0 ou x—0, f(x) apresenta o mesmo valor numérico.

Vamos utilizar a tabela de aproximacao para verificar este resultado.

Tabela
X Sen\x
flx)= ()

X
+0,1 0.9983341664683..
+0,01 0.9999833334167..
+0,001 0,9999998333333..
+0,0001 0,9999999983333..
+0,00001 0,9999999999833..
+1071° 0,9999999999999..

x—>0 flx)>1
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Visualizando o grafico da funcao f (x) = ﬂ(x), podemos perceber também este resultado...
X

Exemplo 17. Calcule os limites abaixo:

a) tim 222 by tim 2210%) o) tim €250~ 8y 1im &%)
x—0 X x—0 S€7’l(3.X) x—=0 X x>0 X
Solugdes:
a) IimM:limZM:ZlimM:
x—0 X x—=0 2x x—=0 Zx

Faca 2x=t¢. Se x —> 0 entdo t > 0. Logo:

=2-limﬂ(t):2(1):2.

t—0 t

De uma forma geral, Vk e R, ling M = /. Vamos usar este resultado agora:
Sen(5x) Sy lim sen(5x)

by fim 0% _ i Sx 2 sy S5

x>0 sen(j’x) x>0 Sen(Sx) 3y 3 lim seani 37 3
3x x=0  3x

o) lim cos(x) 1 lim cos(x)—] . cos(x)+ 1 _lim cosz(x)—l _lim —senz(x) _
x>0 x x>0 X cos(x)+ 1 x0 x[cos(x)+ 1] x>0 x[cos(x)+ ]]
lim sen(x)_ —sen(x) B ]( 0 j_

S0 x cos(x)+ 1 \U+1)

d) lim 18&) _py,y senls) _pp sene) 1 senlx) g 1 1(1 j:z.

=0 x x>0 xcos(x) 0 x cos(x) =0 x o x0 cos(x)
Atividades (grupo 13).

1. Resolva os limites abaixo usando o limite trigonométrico fundamental:

a) lim M. b) lim ]—c—(;s(x)' o) lim 2e” +6sen(x)—2 . d) lim 6x—sen(x)

x—0  3x x>0 X 0 3x x—0 2x + 3sen(x) '
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Funcoes limitadas

Defini¢io: Uma fungdo y = f(x) é chamada limitada, se existe uma constante ke R, tal que
|f(x) <k,VxeD(f), isto é , —k < f(x)<k,VxeD(f). Em outras palavras, y = f(x) possui o

conjunto imagem contido num intervalo de extremos reais.
Obs.: D( f ) significa o dominio da fungao f.

Exemplo 14. Algumas funcdes limitadas e seus graficos.

fx) = sen(x) e g(x) = cos(x) fx) =k fx) = sen(2x°+3x-1)

.........................................

Proposigdo: Se lim f(x)=0 e g(x) éuma fungio limitada, entdo lim f(x).g(x)=0.

xX—a X—a
ou ou
Xx—>to0 x—>to0
Exemplo 18.
sen(x)

a) Calcule lim

X—>+00 X

Solucgio:
lim %(x): lim i-sen(x)z *=0
X—>+0 X x40 X

. ~ 1 ~ TR <
* Usando a proposicio: Se x — +oo entdo — —> 0. Como a fungio sen(x) ¢ limitada, entdo o
X

resultado € zero.

Gréfico da fungdo f(x)= sen{x) :

X

LN
II\_/'/ S Tx

Observe que as oscilagdes vao reduzindo a sua amplitude quando x — +o. O resultado do limite
permanece 0 mesmo se x —» —o0 .
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b) Calcule fim cos(x).

X—>+00 X

Solugdo: de forma analoga...

lim M = lim i~cos(x): 0.
X—>+00 X X—>+0 x

cos(x) :

Grafico da fungao f (x) =

/‘\/\ SN

Wonnliin W ey

Observe que, da mesma forma que a funcao anterior, as oscilagdes vao reduzindo a sua amplitude
quando x — 400. O resultado do limite permanece 0 mesmo sex — —©.

c) Calcule [lim [ x2+ ! j-cos(x).

x40\ x4 [

1
lim ( xz+ ]]j =0 (Porqué?) e cos(x) é uma fungdo limitada. Logo, lim ( x2+ Ij -cos(x)=0.
X —>+0 X +

2

Gréfico da fungio f(x)= ( Xt ]Ij -cos(x):
X+

X X’\\K’“\ﬁ
GUUUVR’

Atividades (grupo 14).

1. Resolva os limites abaixo usando o conceito de fun¢do limitada:

a) lim e* -sen(x). b) lim M.

X—>—0 xX—>+00 27
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1. Problema da 4rea sob o arco da parabola y = x’ no intervalo [0, ]] (Figura 1).
Método dos retangulos.

! i x
Figura 1.

Dividindo o intervalo [0, I] em n subintervalos, cada subintervalo tera comprimento 1/n:

12 subintervalo | 0, i}, 2? subintervalo i z},
| n ln n

32 subintervalo 2 i}, ..., n®subintervalo n- 1, 2} . Obs: 2=1.
n n . n n n

Vamos construir retangulos (Figura 2) cujas bases sdo ao subintervalos e cujas alturas sdo as
. . . * . ~
imagens dos extremos direito de cada subintervalo pela fungdo y=x":

" a altura pode ser calculada sobre qualquer ponto do subintervalo, neste caso foi tomado o extremo
direito.

F F
1= piref
3
22t
L 9] R x
] h
g F5d 4% &
Figura 2. Figura 3.

Calculando as area desses retangulo ( A = b.h ), obtemos:

2
n

2 -

1 r 12 13
n n

1
AIZ—'—, A2: '—2, A3= '—2, N A :;

n n n n n !

A area total desses retangulos (4, ) nos d4 uma aproximagio da area (Figura 1) que queremos
calcular:

n 2 2 2 2 2 2 2 2
4 =2Al=1[1_+2_2+3_+...+n_j=1(1 +22 43 4t J
B n

nz n I’l2 l’l2 n nz
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_ i[n(n +1)2n+ 1)} _n(n+1)2n+1)

n 6n° 6n’
Obs.: A soma /7 +2° + 3 + ...+ n’ ¢ conhecida pela formula [n(n + 1)2n + 1)]/6 .

Vejamos alguns resultados para alguns valores crescentes de #:

n 6 (Figura3) |10 100 1.000 10.000 100.000
A 0,421296 0,385000 10,338350 |0,333834 |0,333383 |0,333338

1,

A érea exata que estamos procurando (Figura 1) ¢ calculada pelo limite:

lim A, = lim n(n il ]in il 1) _1 0.3 . (Calcule este limite e mostre que é igual a 1/3)

n—>+00 n—>+00 61’13 3

2. Problema do circuito RL em série.

No circuito da figura 4, temos uma associagao em série de um resistor (simbolo R) € um
indutor (simbolo L). Da segunda lei de Kirchhoff (lei das voltagens) e do estudo das equagdes
diferenciais, pode-se mostrar que a corrente i no circuito ¢ dada por

i(t) = % + c.e_(z]t : (1)

onde E ¢uma bateria de voltagem fixa, ¢ ¢ uma constante real e ¢ ¢ o tempo.

L
Unidade de resisténcia: ohm.
E Unidade de indutancia: henry.
AR,
i

Figura 4.

Exercicio 1: Se uma bateria de /2 volts ¢ conectada a um circuito em série (como na fig. 4) no qual
o indutor ¢ de 1/2 henry e o resistor ¢ de /0 ohms, determine o valor da constante ¢ e a corrente
i(t). Considere a corrente inicial e o tempo inicial iguais a zero.

Exercicio 2: Determine /im i(t), sendo i(¢) da equagdo (1).

t—>+o0
{2
Obs.: Quando ¢—>+w o termo ce '’/ da equagdo (1) se aproxima de zero. Tal termo ¢é
usualmente denominado de corrente transitoria. A razao E/R ¢ chamada de corrente estaciondria.
Apds um longo periodo de tempo, a corrente no circuito ¢ governada praticamente pela lei de Ohm
E=Ri.
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Derivada

A reta tangente.

Suponha que a reta » da figura va se aproximando da circunferéncia até toca-la num anico ponto.

"
™y S
P
Ly 7
Fig.1 Fig. 2

Fig.3 Fig4

Na situacao da figura 4, dizemos que a reta r € tangente a circunferéncia no ponto P.

Exemplos de retas tangentes (no ponto P) a algumas curvas:

ANAE

Fig. 5 Fig. 6 Fig. 7

¢

Na figura 7, apesar da reta tocar a curva em dois pontos, ela tangencia a curva em P, como na figura 4.

Estas retas tocam suavemente as curvas nos pontos P indicados.

Exemplos de retas que ndo sdo tangentes (no ponto Q) a algumas curvas:

Ny

Fig. 8 Fig. 9.

Estas retas ndo tocam suavemente as curvas nos pontos indicados como no exemplo da
circunferéncia (fig. 4). Elas “cortam” , “penetram” as curvas.
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Vamos determinar a equagdo da reta tangente a uma fungdo (uma curva) num ponto do seu
dominio.

Seja y = f(x) uma curva definida num intervalo aberto 7. Considere P(x,,y,), sendo y, = f(x,),

um ponto fixo e Q(x, y) um ponto movel, ambos sobre o grafico de f.

Seja s a reta que passa pelos pontos P e Q e considere £ o angulo de inclinagado de s.

Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto P e considere o o angulo de inclinagdo de ¢.

Ay=y-y,
Ax=x-x,

0

o y_yo

P X—X T

0

Suponha que o ponto 0 mova-se sobre o grafico de f em dire¢do ao ponto P. Desta forma, a reta
s se aproximard da reta . O angulo £ se aproximara do angulo «, e entdo, a tg(ﬂ ) se aproximara

da tg(a). Usando a notacao de limites, ¢ facil perceber que

lim 1g(B)=1g(a).

0—P

Mas quando Q — P temos que x — x, . Desta forma, o limite acima fica

limtg(p)=1gla) < lim 22Yo _ iy LT ) tg(a).

O—P XX, X —X X=X, X
o

S(x)-1(x,)

Assim  [im Se)= /) tg(a).
Y X=X
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Defini¢ao: Seja y=f (x) uma curva e P(xo, yo) um ponto sobre o seu grafico. O coeficiente
angular m da reta tangente ao grafico de f no ponto P ¢ dado pelo limite

m:limM

X=X, X—X

o

, quando este existir.

e
¥, E

Equacao da reta tangente

Podemos agora determinar a equacdo da reta tangente ¢, pois ja conhecemos o seu coeficiente
angular e um ponto do seu grafico P(x,, y,).

A equagdo da reta tangente ¢ é:

a) (y—y,)=ml(x—x,), se o limite que determina m existir;

b) A reta vertical x =x, se lim M
X—)Xa x — xo

for infinito.

Exemplo 19. Determine a equacao tangente a paradbola f (x) = x’ no ponto de abscissa x, = 1.

Solugdo: Temos que determinar dois termos y, e m.
yo :f(xo):yo :f(1)=12 :]'

m = lim M = lim
XX, xX—Xx, x—>1 X —

Logo a equacdo da reta tangente ¢ (y - ]) = Z(x - 1) ou y=2x-1.

F
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Equacio da reta normal

Defini¢ao: Seja y = f (x) uma curva e P(xa, ya) um ponto sobre o seu grafico. A reta normal (n)
ao grafico de f no ponto P ¢ a reta perpendicular a reta tangente (7).

e A equagdo da reta normal ¢ (y—yn): _—I(x—xa), sendo que m = lim —f(x)—f(xu) £0.
m -Xx

X=X, X
e Se m =0, entdo a equacdo da reta normal ¢ a reta vertical x = x, .

. se iy JO)-S)

X—)XO x —x

o

for infinito, entdo a reta normal ¢ horizontal e tem equacdo y =y, .

Atividades (grupo 15).

Determine a equagdo da reta tangente e da reta normal ao grafico das fun¢des abaixo nos pontos
indicados. Esboce os graficos das fungdes com as retas.

a) f(x)=x’ no ponto de abscissa x, = 1.

b) f (x) =/x no ponto de abscissa x, =4.

A derivada de uma funcio num ponto

O timite fim 2 )= 7(x,)

XX, X=X,

¢ muito importante, por isso receberd uma denominagdo especial.

Definicdo: Seja y=f (x) uma funcdo e x, um ponto do seu dominio. Chama-se derivada da

fungdo f no ponto x, e denota-se f '(xo) (Ié-se f linha de x, ), o limite

f'(x,)= lim M, uando este existir.
- X

x—)xn x

Forma alternativa para derivada:

Se fizermos Ax = x—x,, obtemos a seguinte forma para f '(xo ) :

e Y g F 0 +A%) = f(x,)
£l )= i e
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Outras notagdes para a derivada da fun¢do y = f (x) num ponto x qualquer:

. y'(x) (1é-se: y linhade x ou derivada de y em relagdo a x);
e D_f (lé-se: derivada da fungdo f em relagdo a x);

. % (1é-se: derivada de y em relagdo a x).
X

Exemplo 20. Dada a fungio f(x)=x’ —x+/, determine f'(2). Use as duas formas da definigo.

= Usando f"(x,) = lim M:

X=X, X xo

C2+Ax) —(2+Ax)+1-3

4+4Ax+Ax° —2—Ax-2

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
2
i AT MY AY) (3+Ax)=3+0=3.
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Teorema: Toda fungdo derivavel num ponto é continua neste ponto.

Atividades (grupo 16).
1. Determine a equacdo da reta tangente a curva y = 5 —x°, que seja perpendicular areta y = 3 +x.

2. Determine a equacdo da reta normal a curva y = x’, que seja paralela areta 3y +x=0.

Derivadas laterais

Lembre-se que o limite de uma fun¢do num ponto somente existe se os limites laterais
existem e sdo iguais. Como a derivada de uma funcdo num ponto ¢ um limite, esta derivada
somente existira em condi¢gdes analogas.

Definicao: Seja y = f (x) uma fun¢do e x, um ponto do seu dominio. A derivada a direita de f'em
x, , denotada por fj(xa) ¢ definida por

()= tim LI=I),

x=x,” X—X

o
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Defini¢ao: Seja y = f (x) uma fungdo e x, um ponto do seu dominio. A derivada a esquerda de f
em x, , denotada por £ '(x,) ¢ definida por
f,,(xn): lim f(x)_f(xo) )

XX, X—X

o

Uma funcio é derivavel num ponto quando as derivadas laterais (a direita e a esquerda)
existem e siao iguais neste ponto.

Exemplo 21. Considere a fung¢do f (x) = |x + 1| . Mostre que esta fungdo ¢ continua no ponto
x = —1 mas nao ¢ derivavel neste ponto.
f € continua neste ponto pois liml f(x) = lim} |x + 1| = |— I+ 1| = |0| =0= f(— ]).
x+1,x>-1
Sabemos que f(x)= |x + 1| =J—x—1,x<—1. Vamos calcular f'(-1):
0,x=-1

f(=1)= lim IRV ) T S Sl T S S, (1)=1.

xo>=1" x+ 1 xo>-I" x4+ ] xo-I" x4+ ] xo-I
f'(=1)= lim fx)= /1) = lim —x=1=0 lim M= lim (=1)=—-1.
x—>—1 x+ 17 x—>—1" x+ 17 x>-1" x4+ 1 x—>—1"

Como as derivadas laterais sdo distintas concluimos que nio existe f”(-1).

Veja o grafico da fungao f(x) = |x + 1| .

4 Nao existe reta tangente
ao grafico desta fungdo no
ponto x, =—1.
I il x

Obs.: Quando as derivadas laterais existem e sdo diferentes num ponto, dizemos que este ¢ um
ponto anguloso do grafico da fun¢do. Neste caso, ndo existe reta tangente num ponto anguloso.

No exemplo acima a fungdo f (x) = |x + ]| tem um ponto anguloso em x =—/.

Atividades (grupo 17). Verifique se a funcdo abaixo tem derivada no ponto x,. Este ponto ¢
anguloso? Esboce o grafico da func¢do e constate.

I-x7, x>0 xX4+x+1, x>0
a) f (x): no ponto x, =0. b) g(x): no ponto x, =0.
e, x<0 e’, x<0
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Regras de derivaciao

Vamos apresentar algumas regras que irao facilitar o calculo das derivadas das fungdes sem recorrer
a definicao.

| 1. Derivada de uma funcao constante.

Se f(x)=c, ¢ éuma constante real, entdo f (x)=0.

f,(x): lim f(x+Ax)—f(x)= lim c=c_ lim0=0.

Ax—0 Ax A0 Ax Ax—0

| 2. Derivada da func¢io poténcia.

n—1

Se n € um inteiro positivo e f(x) =x", entdo f'(x) = nx

Prova: f (s) - fim L0 A)=S0) _y, (eae)' =t

Ax—0 A_x Ax—0 A_x

Usando o Binémio de Newton para expandir (x + Ax)", obtemos

{x" e D ) e+ (Ax)"}— v
/ (x) - ﬁTo Ax =
Ax[nx'” + n(n27 ])xn_z (Ax)+ ...+ nx(Ax)"™ + (AX)M}
= lim - =
Ax—0 Ax
. n—1 l’l(l’l B 1) n-2 n—-2 n—1 n—1
= izmo nx"" + P (Ax)+ ...+ nx(Ax)™ + (Ax)"™ | = nx

Exemplo 22. Calcule as derivadas das fungdes abaixo:

I
=

a) f(x)=x b) f(x)=x’ ¢) flx)=x’

Ix'" =1.Logo f'(x)=1.
2x*" =2x.Logo f'(x)=2x.
5x’ =5x*. Logo f'(x)=5x".

a) f(x)=x"= f"(x)
b) f(x)=x"= f'(x)
o) f(x)=x"= f"(x)

Obs.: Se n for um nimero inteiro negativo ou racional o resultado continua valido.

Atividades (grupo 18).

1. Mostre, usando a regra e a definiciio, que a derivada da fungio f(x)=x"" é f'(x)=—-x7".

1

2x

2. Mostre, usando a regra e a definiciio, que a derivada da fungdo f(x)= Jx ¢ f "(x)=
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| 3. Derivada do produto de uma constante por uma fungio.

Se f(x) é uma fungdo derivavel e ¢ ¢ uma constante real, entdo a fungio g(x)=cf(x) tem
derivada dada por g'(x)=cf"(x).

Prova: g'(x): lim g(x+Ax)—g(x)

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

o fim f(x+A3-f(x):cf'(x).

Exemplo 23. Se f(x)=5x" entdo f'(x)= 5(3x2): 15x°.

| 4. Derivada de uma soma de funcoes.

Se f(x) e g(x) sdo fungio derivaveis, entdo a fungdo /(x)= f(x)+ g(x) tem derivada dada por

W (x)=f'(x)+g'(x).
Pesquise a demonstracao deste resultado num livro de calculo.

Exemplo 24. Se f(x)=4x" +3x” —x+5 entio f'(x)=12x" +6x—1.

| 5. Derivada de um produto de funcées.

Se f(x) e g(x) sdo fungdo derivaveis, entdo a fungdo %(x)= f(x) g(x) tem derivada dada por
i(x)= " (x)- g(x)+ f(x)-g'(x).

Pesquise a demonstracao deste resultado num livro de calculo.
Exemplo 25.

Se f(x)z(x3 —xx2—x) entdo f’(x)z(.?x2 —1X2—x)+(x3 —xX0—1)=—4x3 +-6x" +2x-2.

| 6. Derivada de um quociente de fungoes.

N—"

Se f(x) e g(x) sio fungdo derivaveis, entio a fungdo h(x)=f Ex)
glx

) g ) )
i) WoF

Pesquise a demonstracao deste resultado num livro de calculo.

2 5 5
Exemplo 26. Se f(x)= 5x2 -8 entdo f"(x)= (]0x)-(2x); (-jx _8)'(2) - - 5x2 42-8 .
X % X

tem derivada dada por
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Atividades (grupo 19).

1. Usando as regras de derivacdo, calcule as derivadas das fun¢des abaixo:

a) f(x)=x7+3x+1. b) f(x):(xg)/(x+3). c) f(x):(3x4+xX6—x).
d) f(x)z(x2—3)/2x3. e) f(x)=5x2_3+3 x. ) f(x)=x""(2-x).
g) f(X)=%+x2+6- h) f(x)=f%§- ) fla)=4x (1-27).

2. Determine os valores das constantes a € b na pardbola f (x) =ax’ +b de modo que a reta de
equacdo y =8x+4 seja tangente a parabola no ponto x = 2.

Derivada da funcio composta (Regra da cadeia)

Até o momento sabemos derivar a fungdo g(x)z x’ e também a fungdo f (x): 2x+1.

Considere agora a fungdo composta gof (x) = g( f (x)) = (2x +1 )3. Como poderemos obter a derivada
da fung@o composta gof (x) sem desenvolver o Binomio? A regra que veremos agora estabelece uma
forma de obter a derivada da fungdo composta em termos das fungdes elementares f e g.

Regra da cadeia

Se y=gu), u=f(x) e as derivadas Z—y e % existem, entdo a fung¢do composta
u X
y = gof (x) = g(f(x)) tem derivada dada por
dy dv d ; ; ; ; ; .
d_;vc:d_zd_z ou [y(x)=y(@)u(x)| ou |gof (x)=g(f(x))- £ (x)

As trés formas acima sdo equivalentes, mudam apenas as notacdes.

Exemplo 27. Calcule a derivada das fun¢des abaixo:

a)y:(2x+])3 b) y=+5x+3 c)y:( al j

1-3x

Para calcular a derivada dessas fungdes, precisamos identificar as fun¢des elementares y = g(u) e
u=f (x) (cujas derivadas conhecemos) que formam a fung@o composta e aplicar a regra.

a) y=02x+1)
y=u’
u=2x+1
Entio y'(x)=y'(u)-u'(x) = y(x)=3u’-2=32x+1)-2=6(2x+1).

Logo y'(x)=6(2x+1).
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b) y=+/5x+3

Proposicio: Se f(x) é uma fungdo derivavel e n é um nimero inteiro ndo nulo, entdo

LI =l ()

Prova: Fazendo y =u", onde u = f(x) e aplicando a regra da cadeia, temos
Y(©)=yw)ux) = yE)=m""f(x) = yE)=al &1k

A proposicio continua vélida se n for um niimero racional ndo nulo,

Exemplo 28. Calcule a derivada da fungio y=4-37+x—x° .

Podemos escrever y = 4(I+x—x’ )" e calcular a derivada usando a proposigo acima:
v (x)= 4~§(]+x—x3)2/3 (1-3x7).

Obs: Com a regra da proposicao acima poderiamos calcular todos os exercicios do exemplo 27.
Mas a regra da cadeia ¢ mais completa, ela possibilitard a resolu¢cdo de outros problemas mais
complicados...
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Atividades (grupo 20). Calcule a derivada das fun¢des abaixo:

a) y:(2—x3)6. b) y:(x4—2)_3. c) y=+2x-3.

_(1-3x) _(2x) I+4x
hr= (1+5x)' ? y_(]—x)3 D= x+1

Derivada da func¢ao inversa

Se uma funcdo y=f (x) admite uma fungdo inversa x = ' (y), entdo a funcdo inversa tem
derivada dada por

Sabemos que f 'of (x)=x. Aplicando a regra da cadeia, obtemos que ( [ )( f(x))- £ (x)=1, dai
(r)()= L desde que f'(x)=0.

[ (%)

f"j

Exemplo 29. Seja y=f (x) =5x". Calcule a derivada ( Vs )'(40) invertendo a funcdo e usando a
regra da derivada da inversa.

= [Invertendo a funcgdo:

5

1040\ 1 1, ] ]
L “)(40)= L[ 2] Lo L (8)7 = -
ogo (/') (40) 3(5) 5 15() 15(8)° 60

ve =3¢ = xmr =2 =(2) A (ry0)-2(2) 7L

= Usando a regra da derivada da inversa:

Se y=40 e y=f(x)=5x",entio x:34—50:{/§:2. Como f’(x)=15x, obtemos
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Atividades (grupo 21).

1.Seja y=f (x) = 5x — 3. Calcule a derivada ( ! )(2) usando a regra da derivada da inversa.

2.S¢jay=f (x) =x’, x> 0. Calcule a derivada ( Vs )(3) usando a regra da derivada da inversa.

Derivada das funcoes elementares.

Vamos agora apresentar as derivadas das funcdes elementares do célculo. Sdo elas as funcdes
exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e trigonométricas inversas.

1. Derivada da funcio exponencial.

Proposi¢io: Se f(x)=a", (a>0 e a=1),entio f'(x)=a"In(a).

X+Ax X x|  Ax Ax
Prova: f'(x)= lim L (a — )= lim a* - lim (a——l): a*In(a).
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0 Ax
a™ —1)

Lembre-se que [im :ln(a) ¢ uma conseqiiéncia importante do limite fundamental

Ax—0 Ax
exponencial (item ii pag. 14).

Caso particular: Se f(x)=e", entdo f'(x)=e"In(e)=e", onde e & o numero neperiano.
Exemplo 30. Determine a deriva da fungdo y =6 e’

Usando a regra da cadeia, obtemos:

P et

u=nx

Atividades (grupo 22).

1. Calcule a derivada das fun¢des abaixo:

J:
a) f(x)=2"". b) f(x)= e o) flx)=3x e, D fx)="2

e

2. Calcule a area do tridngulo retdngulo sombreado na figura abaixo, sabendo-se que n ¢ a reta
normal a f(x)=e* no ponto de abscissa x, =1.

Y s
Ry

_//

o
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2. Derivada da funcao logaritmica.

1
xIn(a)’

Proposicio: Se f(x)=log,(x), (a>0 e a#1),entio f(x)=

Prova: A fungdo logaritmica y= f(x)=log,(x) é a inversa da funcdo exponencial

x=f"' (y): a’. Podemos entdo usar o resultado da derivada da funcdo inversa para determinar
£'(x). Assim:

Caso particular: Se f(x)=in(x), entdo f'(x)= ll( j _! .
xinle) x

4x+1

o)

_Sg- /8
éZZ

Exemplo 31. Determine a deriva da funcao y =

Usando a regra da derivada do quociente (iJ e a regra da cadeia na funcdo
g

exponencial, obtemos:

(e 4] (e { 1 j

- o]

Atividades (grupo 23).

1. Calcule a derivada das fung¢des abaixo:

a) f(x)=4log,(5x). 1) f(X)=tm(2x+1). o f(x)=e" mlVx). D f(x):l’;(jf).

3. Derivada das funcdes trigonométricas.

Proposicao:

a) y = sen(x) = y'=cos(x).

b) y=cos(x) =  y'=-sen(x).

c) y=tg(x) = y'=sec’(x).

d) y =cot g(x) =  y'=—cosec’ (x)

e) y = sec(x) = y'=sec(x)g(x).

f) y=cosec(x) =  y'=-cosec(x)cotg(x).

Prova: Vamos provar os itens (a), (c) e (). Os outros itens t€m demonstracdes analogas e ficam
como exercicio.
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a) y= sen(x). Aplicando a definigao...

sen(x + Ax) - sen(x) Sen(x)cos(Ax) + Sen(Ax)cos(x)— sen(x)

y'=lim = lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
_ lim sen(Ax)cos(x)+ sen(x)[cos(Ax)—]] _ lim sen(Ax)cos(x) +lim sen(x)[cos(Ax)—I] _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= cos(x)- lim M +sen(x)- lim % = cos(x)-(1)+ sen(x)- (0) = cos(x).

A0 Ax Ax—0

sen(Ax)

Lembre-se que /im =] ¢ o limite trigonométrico fundamental e [lim
Ax—0

Ax—0 Ax
foi resolvido no exemplo 17 (c) da pag. 20.

c) y=1g(x)

Como #g(x)= sen(x)

( ) ¢ ja sabemos a derivada funcao Sen(x), podemos aplicar a derivada do
cos(x

quociente:

. COS(X)COS(X)—SQI’I(X)[— Sen(x)] _ COSZ(X)-I- senz(x) _ _ 2
= cos’ (x) T s’ () costn) ().

Lembre-se que cos’(x)+sen’(x)=1 éa relacdo trigonométrica fundamental.
e) y = sec(x)

Como sec(x)= e sabendo-se que a derivada da fungio cos(x) é —sen(x), podemos aplicar

cos(x)
a derivada do quociente:

B (O)COS(X)— (1)[— sen(x)] B (])sen(x) _ 1 sen(x)

cos’(x) cos’(x) - cos(x) cos(x)

= sec(x)tg(x).

Exemplo 32. Calcule a derivada das fun¢des compostas abaixo:

t -1
a) y=sen(3x2), b) y:c0s3(x). c) y=tg(\/;)-e5". d) y= g(x) )
Solugdes:
a) y= sen(3x2)
Usando a regra da cadeia, obtemos:

{y = sen(u)

U= 3x2 y'(x) = y(”) u(x) = cos(u)- 6x = 6xcos(3x2).
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b) y = cos’(x)

Usando a regra da cadeia, obtemos:

D g PO bl sl -sen(sos' ).

u = cos(x)

c) y= tg(\/;)- e’

Usando a regra da derivada do produto ( f- g)': f'g+ fg' earegra da cadeia, obtemos:

e (f{ !

ZH +igrk - (9)

g y = 8&)-1
sec(x)
Usando a regra da derivada do quociente [ij= @ e a regra da cadeia, obtemos:
g g
_[see? ()] [sec(x)] - [rg(ox) - 1] [sec(x)rg(x)]
sec’(x) '
Mostre que esta expressdo ¢ igual a y'= tg(x)(—i—)] . Simplifique-a utilizando a relacdo trigonométrica
sec(x
1+1g”(x) = sec’(x) se necessario.
Atividades (grupo 24).
1. Calcule a derivada das fun¢des abaixo:
5 sen(x)
a) f(x):3x+sec(x ) d) f(x)zm-
b) f(x)=sen(x)cos(2x). e) f(x)=cos ec(x T jj .

) 1()=gld). 0 /()=co < |

X
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4. Derivada das funcdes trigonométricas inversas

Proposicio:
" 1
a) y= arcsen(x) = Y 122 :
= 1
b) y= arccos(x) = Y 12 :
.1
c)yzarctg(x) = y_1+x2'
. =1
d)y:arccotg(x) = y_1+x2.
V= > 1
e) y=arc sec(x) = |x| x2 _J
f) y =arccos ec(x) = y'= _—2 |x| >/
|x| x“ =1

Prova: Vamos provar os itens (a), (c) e (e). Os outros itens tém demonstragdes analogas e ficam
como exercicio.

a) Seja f :[-1,1]— [-n/2, /2] definida por y = f(x)= arcsen(x). Esta fungio tem como inversa
a fungdo x = f'(y)=sen(y). Podemos entdo usar o resultado da derivada da fungo inversa para
determinar f”(x). Assim:

] ] 1 1
f cos \/]—Sen \/] x?

[ (x)=

Observe que y € [-m/2,7/2]. Neste caso o sinal da fungdo cos(y) ¢ positivo. Usando a relagdo

trigonométrica fundamental cos’(y)+ sen’(y)= 1, obtemos cos(y)=+/1—sen’(y).

¢) Seja f R —(-n/2,n/2) definida por y = f(x)= arctg(x). Esta fungdo tem como inversa a
fungio x= 1’ (y): tg(y). Podemos entdo usar o resultado da derivada da funcdo inversa para
determinar f”(x). Assim:

PN A S B
f1)= Ty) sec’(y) 1+1g’(y) I+x

Lembre-se que sec’(y)=1+1g”(y).
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. . 1
e) Seja y =arc sec(x). Podemos reescrever esta expressao como y = arccos| — |, x| > [. Usando o
X

item (b) da proposicaoe a regra da cadeia, obtemos:

y'=_—]-(_—]j= i _ i _ 1 _ x| _ 1
1_[1j2 x? 2 x2 -1 xg\jx2—] xg\/xz—] xZ\/x2—] |x|\/x2—]
x R

Obs.: lembre-se que (l) = _—1

X

Exemplo 33. Calcule a derivada das fun¢des abaixo:

1_ 2
a) y:arcsen(Zx—l). b) yzarctg(] le.
+ X

Solugao:

a) y= arcsen(Zx -1 ) Usando a regra da cadeia, obtemos:

{y = arcsen(u) V()= v () u(x) = 1 .(2):;.

u=2x-1 1-u’ ]—(2x—1)2

2
X .
5 ] . Novamente a regra da cadeia...

b) y= arctg[l
1+x

1-xt V()= y)ux)=

y =arcig(u) ’ o ( ] j{(_zx)(uxz)—(l—xz)(h) _

2 5\2
1 —4x .. ~ L -
= > | - | simplifique esta expressdo e mostre que € igual a e
[]—XZ] (1+x2) I+x
1+ 5
i 1+x |
—2x

Logo y'(x)= .

R
Atividades (grupo 25).

Determine a derivada das fungdes:

a) y= arccos(x2 — 1). b) y=3x- arctg(ex )
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Tabela de derivadas

Vamos fazer um resumo das derivadas das principais funcdes vistas até aqui. Nesta
tabela u é uma fun¢do derivavel na variavel x. Sdo constantes reais ¢, n ¢ a.

(]) y=c=>y'=0 (11) y:sec(u):> y’:sec(u)tg(u).u’

1

(2) y=x"=y"'=nx"" (12) y:cosec(u):> y':—cosec(u)cotg(u).u’

(3) )’=u" :)y’zn.u’l—l'u' (]3) )= are Sen(u)jy': u' :
I-u
(4) y=a" =y =a".In(a)u’
(14) y=arc cos(u):> y'=- w ;
(5) y=log,(u) =y =— I-u
u.ln(a)
(15) y=arctg(u):> y'= ; w 5
(6) y=ln(u),(u>0):>y’:u— tu
u
(16) y:arccotg(u): y'=- w
(7) y=sen(u)= y"=cos(u)u’ I+u°
(8) y=cos(u)= y'=—sen(u)u’ (17) y=arcsecu)lu>1= y'= u'

|u|— Nu’ -1
(9) y=tglu)= y'=sec’(u)u’
u!
18) y=arccosec(u)|u|>1= y'=———

(10) y=cot gu)= y'=—cosec’ (u)u

Regras operacionais

Se u e v sao fungdes derivaveis, entao:

1) y=utv = y'=u"£v

2) y=u-v = y'=u"-v+u-v
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Derivadas sucessivas

Em algumas aplicagdes precisamos derivar uma fun¢do mais de uma vez. Se uma
funcdo y = f (x) for derivavel, isto é, existe f '(x), podemos pensar na derivada de f (x) e assim
sucessivamente.

Definimos e denotamos as derivadas sucessivas de uma fungdo y = f (x) de acordo com a tabela
abaixo:

Como 1é-se: Notagdo:
. ) , dy
1¢ derivada ou derivada de /“ ordem [(x) ou e
d’y
2¢ derivada ou derivada de 2“ ordem £ (x) ou T
X
d’y
3* derivada ou derivada de 3* ordem £ (x) ou o
x
4
4* derivada ou derivada de 4* ordem FO%) ou j:’ i}
X
n* derivada ou derivada de n“ ordem F(x) ou Z i}
x

Justificativa para as notagdes:

o (x)=[r )], 7 &x)=[r(x),apartir da quarta derivada usamos o cardinal.

2

dzy_i(d_yj d3y_d(d2y
’ X

== : —= |, e assim sucessivamente.
dx dx \ dx dx dx\ d

Exemplo 34.

a)Se f(x) = x* +2x—1, entdio:

fx)=4x® +2
£ (x)=12x"

£ (x) = 24x
f(4)(x): 24
SOx)=0

f(")(x)= 0,paratodo n>35.
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f(n)(x) — 2n62x )

—sen(x), n=26,0,..

(M () —
4 (X) —cos(x), n=237,11
Sen(x) n=4_812
Atividades (grupo 26).

1. Calcule as derivadas sucessivas até a ordem » indicada.
a) y=3x —=2x-9, n=4.
b) y=ax’ +bx? +ex+d n=3.

1

1—x

c) y= , n=3.

d) y =sen(-5x), n=5.

e) y=ln(]—x2)> n=3.

2. Marque a alternativa correta. O valor de f(5,9)7), sendo f(x)=e™ +sen(3x) é:

a) 2_397 b) 3194 C) 697 d) 6194 e) 3'297
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Derivada na forma implicita

Até agora sabemos derivar fungdes que sdo expressas na forma y = f (x) Agora iremos
determinar uma maneira de derivar expressdes que ndo tenham a varidvel y isolada (explicitada)
em um dos membros. Sdo exemplos dessas expressdes x’ +y° =1, xp’ +ln(y)=4, etc. Em

algumas situagdes ¢ inconveniente ou até mesmo impossivel de explicitar a variavel y nessas
expressoes. O método da derivagdo implicita permite encontrar a derivada de uma expressao desta
forma, sem a necessidade de explicita-la.

Uma fungdo na forma y = f (x), onde a variavel y aparece isolada no primeiro membro ¢ chamada

de funcdo explicita. Entretanto, algumas vezes as fungdes estdo definidas por equagdes nas quais a
varidvel y ndo esta isolada. Por exemplo

2v+x’y+1=x

ndo estd na forma explicita y = f (x) Mesmo assim, esta equacgdo ainda define y como uma fung¢ao
de x, pois podemos escrevé-la como

x—1

y_x2+2.

Caso quiséssemos calcular )", poderiamos utilizar esta tltima expressao.

Uma equagdo em x e y pode definir mais do que uma fungdo. Por exemplo x° +y° =1 que
representa graficamente uma circunferéncia de centro (0,0) e raio unitério (figura 1). Explicitando a
variavel y encontramos duas fungdes

y=+l-x".

A funcio y=++VI/—x representa a semicircunferéncia superior (figura 2) e y=—I1-x’

representa a semicircunferéncia inferior (figura 3).

F F F

1 1N J-
NI T NI

figura 1 figura 2 figura 3

Caso quiséssemos calcular y”, poderiamos utilizar uma das expressdes y = v/ /—x° . Ainda neste

caso ¢ possivel explicitar a varidvel y, mesmo sabendo que parte do grafico ¢ suprimido neste
processo.
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As vezes o processo para explicitar a variavel y ¢ bastante longo e trabalhoso, como ¢ o caso da
expressao

x' 4y =3xy=0
e até mesmo impossivel por qualquer método elementar, como neste caso
Sen(xy)— y=0.

O método da derivacao implicita permitira encontrar a derivada y” sem a necessidade de explicitar

a fungdo como y = f(x).

Definicdo: Uma expressao na forma F (x, y) = () define implicitamente uma fungdo y = f (x) se 0
graficode y = f (x) coincide com alguma parte do grafico de F' (x, y) =0.

Exemplo 35. Exemplos de funcdes definidas implicitamente:
a) 2y+x’y+1-x=0.

b) x’ +y° —1=0.

¢) x’+y° =3xy=0.

d) sen(xy)— y=0.

Vamos agora mostrar como obter a derivada y”, nos casos do exemplo 35, sem explicitar y.
Usaremos a regra da cadeia para derivar os termos da expressdo F (x, y) =( que envolvem y.

a) 2y+x’y+1—-x=0. Estaexpressio define y como uma fun¢io de x implicitamente, logo:

i(Zy + x2y +]— x) _ i(O) Derivamos ambos os membros em relagdo a x.
dx dx
d d d Derivada de uma soma de fungdes.
—(2y)+—Ix’y)+—(U-x)=0
dx ( y) dx ( y) dx ( )
. 2
2% +2xp +x° ﬂ " (_ ]) -0 Observe que usamos a derivada de um produto em E(x y).
X dx
2y +2xy + xzy'—] —0 Apenas mudamos os simbolos: d_ic; = y'(x) =y

y'(x2 + 2) =1-2xy

. 1-2xy
x’+2
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. . o . X .
Poderiamos obter a derivada y” derivando diretamente y = —; . Vejamos:

x°+2
(e +2)= (= 1)2x) %7 +2-2x7+2x 24254 | _2+2x-x
g (2 + 2f (e (e2) T e

Vocé pode estar se perguntando:

) . 24 2x—x’ ) , 1—=2xy ~ ~
Obtivemos y'=—————, mas anteriormente calculamos y'=—; . Estas expressodes sao
(x2 +2) x°+2
distintas?
) N ) x—1 N o 1-2x
Obviamente ndo, pois se fizermos y=— na expressio y'=-— a4 , vamos obter
x°+2 x°+2
. 242x-x"
===
(x2 +2)

x—1 2x? = 2x X’ +2-2x"+2x
1-2x 1- 2 2 2
x° 42 x'+2 ) x 42 _2+2x-x

y= x’+2 - x’+2 - x°+2 - (x2+2)2

Atencdo: Nao ¢ necessario verificar se as derivadas calculadas nas formas explicita e implicita
coincidem, mesmo porque em alguns casos nao ¢ possivel mesmo isolar a variavel y.

Caso queiramos calcular o valor da derivada )" num ponto, por exemplox, =2, basta
encontrarmos o valor da imagem y,, substituindo x, na expressio 2y +x’y+1—x=0. Depois
1—=2xy

x?+2

calculamos y’ com estes dois valores, pois y'= depende de duas variaveis. Vejamos:

2y0+x02y0+]—x0:0 = 2y, +4y, +1-2=0 = yozé_

1-2(2 1
. 1-2x,y, 6 _L

x,’+2 2242 18

2+ 2x—x’

W no ponto x, =2:

Observe que encontramos este mesmo valor usando y'=

. 2+2(2)-27 2 1
- (22 +2) 36 18

Mas lembre-se: nem sempre é possivel isolar a variavel y para calcular )’ .
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b) x’ +y’ —1=0.

%(x2+y2—1)=%(0) = 2x+%(y2)+0=0 = 2x+2p'=0 = y'=—§.
¢) x*+y° —3xp=0.

%(x3+y3—3xy)=%(0) = 3x2+%(y3)—3%(xy)=0 =

3 4307y 3Ny +]=0 = Y37 -3x)=3y-3x = y:jifi y,:iz—_x;
d) sen(xy)-y=0.

Llsenl)-0)=20) = Lsenlw)-<0)=20) = coslolra]-y=0
= yeos(o)+ weostn) - y=0 = yrz_%g)y_)].

Vejamos alguns exemplos que ocorrem com maior freqiiéncia em derivagdo implicita:

i n\_ n-1
e (y )— ny y
d
—lg)]=sec’(v)-»
X
Ll
d 1
d—[ln(y)]=—-y :
X Yy
1
L larergly)] -
+y
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Atividades (grupo 27).

1. Determine a derivada y' das curvas dadas implicitamente por:

a) x’+y° =4 b) xp’ +2y’ =x-2y c) x’y’ +xsen(y)=0
X—y
W — e) y' — =0 t =xy—1
d) e x+y-3 )y X+ f) g(y) Xy

2. Determine a equagao da reta tangente e da reta normal ao grafico de cada fungdo abaixo, nos
pontos indicados.

a) In(y)=x+ y’ no ponto P(—1,I).
b) x’ = y.2”, no ponto em que a normal ¢ vertical.
) 6x° +13y’ =19 (elipse), nos pontos onde a normal ¢ paralela areta 26x—12y—7=0.

3. Seja C a circunferéncia dada implicitamente por x° + y° =1 e t areta tangente a C no ponto de

abscissa x, = V2 / 2, como mostra a figura abaixo. Calcule o valor da 4rea sombreada.

4. Determine a area do triangulo AOB na figura abaixo sabendo-se que » € a reta fangente a curva C,
dada implicitamente por e + 2cos(x2 - ]): 3x, no ponto A(], 0).
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Derivada de uma funcio na forma paramétrica

Func¢io na forma paramétrica

x=x\t

Sejam
{y = (¢

) funcdes de uma mesma variavel ¢, ¢ € [a,b].
A cada valor de ¢ no intervalo [a,b] corresponde um tnico par P(x(¢), y(¢)) no plano cartesiano. Se

as fungdes x = x(t) e y=y(¢) forem continuas, quando ¢ variar de a até b, o ponto P descrevera
uma curva no plano.

B oA
o
[

a]

R

x=x\t
As equagoes { (()) sao chamadas de equagoes paramétricas da curva e t ¢ chamado de

parametro.

Se a fungdo x=x(¢) admite uma inversa ¢=¢(x), podemos escrever y = y(¢(x)), eliminando o
parametro ¢. Neste caso, temos y como uma fungdo de x, isto é, y = y(x).

Mesmo quando a fungdo x = x(t) ndo admite inversa, em alguns casos, podemos obter uma forma
implicita da curva, eliminando o pardmetro ¢ de forma conveniente.

X = x(t)

( ) definem a forma paramétrica de uma curva plana.
y=yu

Dizemos que as equagdes {

Exemplo 36.

x=t+1
a) As equagdes { ;o teR, definem a reta de equagdo y =2x— 2. Para verificar isto basta

isolar o parametro ¢ na equagdo x =t + / e substituirem y =2¢.

x=1-t

5 ,teR, definem a parabola de equagio y =x° —2x. Para verificar

b) As equagdes
y=t -1

isto basta isolar o pardmetro ¢ na equagdo x =/ —¢ e substituirem y=¢> —1.

x=2 cos(t)

, tel0,2n], definem a circunferéncia de equagdo x° + y’ =4.
y=2 sen(t)

¢) As equagdes {

Pois as equagdes x=2cos(t) e y=2sen(t) satisfazem x° + y° =4, paratodo t e R.
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xP+y’= [2 cos(t)]z + [2 sen(z‘)]2 =4 cos’ (t)+ 4 sen’ (z‘) = 4(0032 (t)+ sen’ (t)): 4.

Observe neste caso que a fungdo x = 2 cos(¢) ndo admite inversa no intervalo 7 €[0, 2] e a forma
encontrada para a curva foi implicita.

X=x,+a cos(t)

,te [O,Zn] , a>0, definem a circunferéncia de equagdo
y=y, + asen(t)

Caso geral: {

(x-x,) +(r-y,) =a’
Prove!

d) Forma paramétrica da Elipse:

{x =x,+a cos(t)

, te[0,2n], a#b e ambos positivos, definem a elipse de equacdo
y=y,+ bsen(t)

(c-x) -v) _,

2 2
a b

Pois cos(t)= e cos’(t)+sen’(t)=1.

Vamos ver agora como obter a derivada de uma fun¢@o na forma paramétrica.

x=x\t
Seja { (t) a forma paramétrica que define y como uma fungdo de x.
y=Yy

Suponha que as fungdes y = y(t), x=x(t) easuainversa z =#(x) sejam derivaveis.
Podemos entdo obter a composta y = y(t(x)) e aplicar a regra da cadeia para calcular y'(x):

Y (x)=y00)-1(x).

. . . , 1
Vimos no estudo da derivada da fungio inversa que #'(x)=——

X (t)

. Dai, temos que

N—"

, . (
OB et

x

y'(x) = 1—8 ¢ a derivada de uma fun¢@o na forma paramétrica.
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Exemplo 36.

a) Calcule a derivada y'(x) da fungdo y= y(x) definida na forma paramétrica por

x=3t-5
,tER.
y=1-6t

Poderiamos obter este resultado eliminado o parametro ¢, obtendo a fungdo y = y(x) e calculando
diretamente y"(x):

_x+5 x+35

x=3t-5 = t

.'.y=1—6( j=—2x—9. Dai, y'(x)=-2.

b) Calcule a derivada y’(x) da funcdo y= y(x) definida na forma paramétrica por

x=1—t
y=t2+t ,teR.

Para obter a derivada em funcao de x, basta substituir ¢ por /—x:
y(x)==2t-1 = y(x)==21-x)-1=2x-3 . y(x)=2x-3.

Observe que novamente poderiamos obter este resultado eliminado o parametro ¢, obtendo a funcao
y=(I-x)" +(I-x) ecalculando y'(x)=2(/ - x)-1)+-1=2x-3.

x=1+ ZCos(t)

¢) Determine a equagdo da reta tangente a elipse
y=2+4 sen(t)

, te [0,2n] no ponto = S .
A equagdo da reta tangente ¢ y -y, = y'(x - X, )

Calculo de x,: x0:1+2cos(§]:1+2g:]+\/§.

Cilculode y,: =2+4sen(gj=2+4€=2+2\/§=2(1+\/3).

Célculo de y” no ponto ¢ = g:

y'(¢) _ 4 cos(t)
x'(t) - 2sen(t)

V= =—2cot g(t). S y'==2cot g(gj = —2(1) =-2.
Logo, a reta tangente ¢ igual a y — 2(] + \/E)z —2(x o \/E) ou y=-2x+ 4(] + \/3)
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Grafico:

N

Atividades (grupo 28).

1. Calcule a derivada y'(x) das funcdes definidas parametricamente nos pontos indicados.

X = sen2t T x=cos’t
a) t=—. b) L t=

T
y=cos3t’ 3 y = sen’t 6

2. Determine a equacdo da reta tangente e da reta normal ao grafico de cada funcdo abaixo, nos
pontos indicados.

x=sent T T _ 2\
a) { — sonot ,te{—?g}, b) x 6t(1+t ) osi<l,
g y=60(1+0)

no ponto ¢ = T 12
P 6 no ponto de abscissa e

3. Determine o valor da area sombreada na figura abaixo. Sabe-se que » ¢ a reta tangente a elipse

c. {x = 2cos(t)

y=sen(z) , te[O, 2n], no ponto t:g'

Obs.: A area da elipse ¢ dada pela formula 4 = mab, onde a e b s@o os comprimentos dos semi-
eixos.

Resp.: (8\5 - 37c)/6

Alvaro Fernandes 53




Diferencial

dy

Até agora o tem sido visto apenas como uma simples notacdo para a derivada de uma funcao
x

. . .ody , - dy

y=f (x) em relagdo a varidvel x, isto ¢, o =y (x): f (x) O que faremos agora ¢ interpretar o

X x

como um quociente entre dois acréscimos (diferenciais).

Acréscimos e decréscimos

. . . . *
Se a partir de um determinado valor x somarmos ou subtrairmos um determinado valor Axe R,
estaremos fazendo um acréscimo ou decréscimo na variavel x.

Lo A

x—ﬁx r ;c+ﬂx

Nesta figura temos que Ax > 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor Ax > () para a nossa analise.

Seja y = f (x) uma funcdo derivavel e Ax um acréscimo na variavel x.

Defini¢ao: O diferencial de x, denotado por dx, € o valor do acréscimo Ax, isto é, dx = Ax.
Considere ¢ a reta tangente ao graficode y = f (x) no ponto x. Seja a o angulo de inclinagao de z.

Definicido: O diferencial de y, denotado por dy, ¢ o acréscimo na ordenada da reta tangente ¢,
correspondente ao acréscimo dx em x.

F

Flx+ dx
¥ =flx)

Ay = f(x+dx)~ f(x)

. d :
De acordo com a figura podemos observar que o quociente d—y:tg(oc). Mas tg(a): f '(x), pois
X

esta ¢ a interpreta¢do geométrica da derivada. Logo

d_y:f’(x) = dyzf'(x)-dx
dx

O acréscimo dy pode ser visto como uma aproximacao para Ay . Esta aproximacgao ¢ tanto melhor
quanto menor for o valor de dx. Isto é,

se dx >0, entdo Ay—dy — 0.

Dai podemos dizer que Ay ~dy se dx for bem pequeno.
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Como Ay = f(x+dx)— f(x) e dy=f"(x)-dx , obtemos que

flx+dx)— f(x)= f(x)-dx, ouseja, |f(x+dx)=f(x) dx+ f(x)]

Exemplo 37.

1. Calcule o diferencial dy das fungdes abaixo:

a) y=x"+2x. b) y= sen(xz ) ¢) y = In(sec(x)).
Solugdes:
a) dy = (3x2 + Z)dx. b) dy = 2xcos(x2 )dx : ¢) dy = tg(x)dx.

2. Calcule um valor aproximado para (19,9) usando diferenciais.
Solugao:

Podemos pensar na fungio f(x)=x’ onde queremos calcular um valor aproximado para f(19,9).
Para isto vamos utilizar f(x + dx)~ f'(x)-dx + f(x), onde podemos fazer x =20 ¢ dx=-0,1.
f(x)=2x.

Dai,

flx+dx)= f(x) dx + f(x)

120+(=0.1)= f(20)-(-0.1)+ f(20)

£(19.9)= 2(20)- (= 0,1)+ 20° = 40-(=0,1)+ 400 = —4 + 400 = 396 . Logo f(19,9)~ 396.

O valor exato é 396,01.

Lembre-se: quanto menor o valor de dx, melhor ¢ a aproximacao.

Atividades (grupo 29).

1. Encontre Ay e dypara os valores dados nas fungdes abaixo e compare os resultados (Ay = dy):

:2X+]],_ szo,]’- x:_l'

a) y:5x2 —6x;, Ax=0,02; x=0. b) y

2. Usando diferencial, calcule um valor aproximado para: a) 12,5°. b)) 4,1°. ) VI3.
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Aplicacoes da derivada

A regra de L’Hospital

. . . . e .0 o0
Esta regra permite calcular certos tipos de limites (cujas indeterminagdes sao do tipo 0 ou — )
(e8]

aplicando as regras de derivagao.

Sejam f e g fungdes derivaveis num intervalo aberto /, exceto possivelmente, num ponto a € / .
Suponha que g'(x) #0,Vxel e x#a.

a) Se lim f(x)=limg(x)=0 e lim L(x) =L, entdo
g

xX—a xX—a xX—a ¢ x)

b) Se lim f(x)=1limg(x)=40 e lim /) = L, entdo

Exemplo 38.

Calcule os limites abaixo usando a regra de L’hospital.

= ! — — X . 2 x
a) lim & I . b) limm_ ¢) h.msxen(x#. d) lim € e XIZZ} (x +2x)
x>0 x x—1 XZ -] 0 et et =2 x>+ x
Solugdes:
. e- : . R .0
a) lmg . (verifique a indeterminag¢do do tipo 0 )
lime_l —lim&—=1.
x—0 X x—0 ]
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4
b) lin§ % . (verifique a indeterminagdo do tipo 0 )
X—> X —

ox'+x=2 . 4x’+1 5
lim —; =lim =—.

x—1 x - I x—1 2x 2

. . . .0
C) linz sxen(x) . (verifique a indeterminagdo do tipo — )
0 e" et —
-1 . : : .0

lim sen(x) Y lim cos(x) Observe que ainda hd uma indeterminagado do tipo — .
0 et 4t =2 0 et —e" 0

Neste caso podemos continuar aplicando a regra...

lim cos(x)— 1
x—0 ex _e_x

2 0 e+t =2

=[im

x>0 ex +e_x

X

e : . o .o
d) lim —-. (verifique a indeterminagdo do tipo —)
x40 8]

X X

. e . e . , . . o . o0
lim —-= lim — Observe que ainda ha uma indeterminagao do tipo —.
x40y x40 Dy 0

Neste caso podemos continuar aplicando a regra...

X X X

. e . e . e
lim — =lim— =+o. Logo, lim — =+o0.
x>+ Dy x>0 D xo+0 x

e) lim (x2 +2x)x. Verifique que a indeterminacio agora é do tipo 0°. Neste caso, precisamos

x—0"

transforma-la em 0/0 ou oo/o para poder aplicar a regra de L'Hospital. Vamos usar duas

propriedades dos logaritimos. Sdo elas: ln(a")= xln(a) e "

=X.
2x+2
nfx?+2x) x’+2x 237 +247
. 2 x . nlx?+2x) . Inlx?+2 . 1/ . —1/x? . 2
lim (x +2x) = lim e"(’”") = [im ex"(x+x):llme s Zlime ™ =lime ¥+ =
x—=0" x—0" x—=0* x—0" x—0" x—0"
2x742 0 . .
ST - Indeterminagio do tipo cojfe.
=lime 2 =lme?=1Ilime’ =liml=1 -
- d - d - d - A= 4 Podemos aplicar a regra agora.
x—0 x—0 x—0 x—0

Podemos aplicar esta mesma técnica para resolvermos indeterminacdes do tipo o’ .
Atividades (grupo 30).

Calcule os seguintes limites usando a regra de L "hospital:

a) limu. b) limw_ c) lim sec(x)— tg(x). d) lim [1+sen(x)]2/x.
x—0 xX—senx x—2 2 —X x—>7/2 x—=0"
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Interpretacio cinematica da derivada

Vamos agora interpretar a derivada do ponto de vista da cinemadtica, que estuda o movimento dos
corpos. Veremos que a velocidade e a acelerac¢do de um corpo podem ser determinadas através das
derivadas de primeira e segunda ordem, respectivamente, quando conhecemos a fungdo horaria do
movimento do corpo.

Velocidade. Considere um corpo que se move em linha reta e seja s = s(t) a sua fun¢do horaria,
isto €, o espago percorrido em funcdo do tempo. O deslocamento do corpo no intervalo de tempo
t e t+ At ¢édefinido por As =s(t+ Ar)—s(t).

. As t+At)—slt
A velocidade média do corpo neste intervalo de tempo ¢é definida por|v, = A = S(A—t)s() .

A velocidade média do corpo ndo da uma informagdo precisa sobre a velocidade em cada instante
do movimento no intervalo de tempo ¢ e ¢+ Az. Para obtermos a velocidade instantanea do corpo
no instante ¢, precisamos calcular a velocidade média em intervalos de tempo cada vez menores,
isto €, fazendo At — 0.

A velocidade instantdnea do corpo no instante ¢ ¢ definida por

W)= lim v, = lim As _ lim w
At—0 At—0 At At—>0 At

= s'(t). Assim, v(t): s'(t) .

A velocidade instantanea v(t) ¢ a primeira derivada da fun¢do horaria s(t).

Aceleracgao. De forma analoga ao conceito de velocidade vem o de aceleracao:

A aceleragdao média do corpo no intervalo de tempo ¢ e ¢+ At ¢ definida por

_Av e+ A= (e)
"A At '

A aceleragdo instantanea do corpo no instante ¢ ¢ definida por

Cl(f): lim a, = lim ﬁz lim w
At—0 A0 At A0 At

= v'(t). Assim, a(t) = v'(t).

Como v(t)=s'(t) podemos escrever a aceleragdo instantinea como a segunda derivada dos espago

em relacdo ao tempo. Assim a(t) = s"(t).

: t?
Obs.: No M.R.U.V. a fungdo horéria é do segundo grau s(t)=s, +v, (t)+a7, sendo constantes

s, o espa¢o inicial, v, a velocidade inicial e a a aceleragdo do movimento. Neste caso, a

velocidade instantinea é dada por v(t)=s'(t)=v, +at e a aceleragio instantanea ¢ dada por

alt)=v'(t)=a.
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Exemplo 39.

a) Suponha que um corpo em movimento retilineo tenha funcao horaria definida por s(t) =12t-2t°

e no instante ¢ =0 ele inicia o movimento. Considere o espaco medido em metros e o tempo em
segundos. Determine:

1) a velocidade média do corpo no intervalo de tempo [],3];
i1) a velocidade do corpo no instante ¢ = /;

111) a aceleracdo média do corpo no intervalo de tempo [1,3];
iv) a acelerag@o do corpo no instante ¢ = /.

Solugao:
v _As _sle+A)=s(t) _s(3)-s(1) _18-10 8
At At 3-1 2 2

iy vt)=s'(t)=12-4t .. v(l)=12—-4=8m/s.

iii) @, = — = = == " ——dm/s’.
At At 3-1 2

iv) alt)=s"(t)=—4 . a(3)=—4m/s’.

b) Uma particula em movimento retilineo tem a fungo horaria dada por s(¢)= 2t — 21t* + 60t + 3 .
Considere o espaco medido em metros e o tempo em segundos. Determine:

1) Em que instante a particula para, isto €, tem velocidade nula?
i1) Determine a aceleragdo da particula no instante ¢ = 4,5s .

Solugao:

D) v(e)=s(6)=60"—42t+60 = v(t)=6(> —7+10)=6(t-2)t-5).

Wt)=0 < 6(-2)t-5)=0 < t=2s ou t=>5s. Assim a particula tem velocidade nula

nos instantes t=2s e ¢t =235s.

i) alt)=s"(t)=12t—42 - a(45)=12(4,5)-42=12m/s".
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Atividades (grupo 31).

1. Do solo um projétil ¢ disparado verticalmente para cima. Sua altura (em metros) ¢ dada em
funcdo do tempo (em segundos) por h(t) =160t — 10t° . Determine:

1) As fung¢des velocidade e aceleragdo do projétil;
i1) Em que instante ¢ > 0 o projétil para?

ii1) Quantos segundos dura todo o trajeto do projétil?
iv) Com que velocidade e aceleragdo o projétil atingira o solo?

2. A equagdo do movimento de uma particula ¢ s(t):\3/t+2, s em metros ¢ ¢t em segundos.
Determine:
i) o instante em que a velocidade é de 1/12m/s;

i1) a distancia percorrida até este instante;

ii1) a aceleracao da particula quando ¢ = 2s.

. . . 4 t’
3. A equagdo horadria do movimento retilineo de uma particula ¢é S(f)ZEw/(f+4)5 —?+t2.

Considere s em metros e ¢ em segundos. Determine em que instante ¢ > () a acelerac¢io da particula
¢ nula.
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Taxa de variacio

Vimos na se¢do anterior que se s = s(t) ¢ a funcdo horéria do movimento retilineo de um corpo, a

: T As . , . . .
velocidade média é dada por v, v e a velocidade instantdnea ¢ a dada pela derivada
t

W(t)=s'(t) = lim A _ lim w Da mesma forma, a aceleragdo média ¢ a, = Av ea
A0 Af A0 At At

aceleragdo instantdnea é dada pela derivada a(r)=v'(t) = gimo % = gimo W .
t—> 1>

As razoes v, e a, sdo exemplos de taxas médias de variacdo num intervalo e as razdes

v(t)=s'(t) = 5210 % e alt)=v()= 5210 % sdo exemplos de taxas instantineas de variacdo

num ponto, ou simplesmente taxas de variagado num ponto.

A
Definicdo: De uma forma geral, se y = f (x) ¢ uma fungdo, a razao Ey ¢ chamada de taxa média

de variacdo da  fungdo f no intervalo [x, x+Ax] e a derivada

[ (x)= lim A lim f(“ix)z—f(X)

A0 Ax A0

¢ chamada de taxa de varia¢ao da funcdo f no ponto x.

“Toda taxa de variagdo pode ser interpretada como uma derivada”.

Interpretando a derivada desta forma, podemos resolver diversos problemas das ciéncias que
envolvem razdes instantaneas de variacao.

Exemplo 40. Suponha que um 6leo derramado através da ruptura do tanque de um navio se espalhe
em forma circular cujo raio cresce a uma taxa de 2m/h. Com que velocidade a 4area do
derramamento esta crescendo no instante em que o raio atingir 60m?

Solugao:

A taxa com que o raio cresce ¢ de 2m/h. Podemos interpretar e denotar esta taxa de variagdo como

ﬂzZm/h.

dt

Queremos calcular a taxa com que a area cresce em relagdo ao tempo. Podemos denotar esta taxa de

o~ A . o
variagdo como I A 4rea do derramamento ¢ circular, logo 4 = nr”.
t

dA dr . . ~ ,
Queremos calcular ’ e temos - A regra da cadeia relaciona estas razdes através de
t t

d_dd dr
dt dr dt
estara crescendo a uma taxa de 4n(60)m’ / h = 240mm’ / h .

. dA C ,
. Assim, I =2mr-2=4nr. Quando o raio atingir 60m a area do derramamento
t
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Diretrizes para resolver problemas de taxa de variaciao

1. Desenhe uma figura para auxiliar a interpretacdo do problema;
2. Identifique e denote as taxas que sao conhecidas e a que sera calculada;

3. Ache uma equacdo que relacione a quantidade, cuja taxa serd encontrada, com as quantidades
cujas taxas sao conhecidas;

4. Derive esta equagdo em relagdo ao tempo, ou use a regra da cadeia, ou a derivagdo implicita
para determinar a taxa desconhecida;

5. Apos determinada a taxa desconhecida, calcule-a em um ponto apropriado.

Exemplo 41. Um tanque de dgua tem a forma de um cone circular invertido com base de raio 2m e
altura igual a 4m. Se a 4gua esta sendo bombeada dentro do tanque a uma taxa de 2m’/min, encontre
a taxa na qual o nivel da agua esta elevando quando a agua esta a 3m de profundidade.

Q 7 Dado = 2w’ /min, devemos encontrar dh

dt dt

w quando 2 = 3m. As grandezas V' e h estdo
P2 ]

relacionadas pela equacdo V=§nr2h, que ¢ o

4
i volume do cone. Para obter o volume V' como fungao
da altura 4, podemos eliminar a varidavel » usando

semelhanga de triangulos:

2
h 4 2 3 \2 12
Derivando ambos os lados em rela¢do ao tempo ¢, obtemos
dv._dVv dh dV_lj»h?.dh dh 4 dV

—_— = & — — & —= .
dt dh dt dt 12 dt dt wh’ dt
i dv 3
Substituindo I 2m /mm e h = 3m, temos

dh_ 4328 0.28m/min.
dt =3 In
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Atividades (grupo 32).

1) Uma bola de neve esférica ¢ formada de tal maneira que o seu volume aumenta a razdo de §
em’/min. Com que velocidade aumenta o raio no instante em que a bola tem 4 cm de didmetro?

2) Um automovel que viaja a razdo de 30 m/s, aproxima-se de um cruzamento. Quando o automovel
estd a /20 m do cruzamento, um caminhdo que viaja a razdo de 40 m/s atravessa o cruzamento. O
automovel e o caminhdo estdo em rodovias que formam um angulo reto uma com a outra. Com que
velocidade afastam-se o automoével e o caminhdo 2s depois do caminhdo passar pelo cruzamento?

3) Uma escada com /3m de comprimento estd apoiada numa parede vertical e alta. Num
determinado instante a extremidade inferior, que se encontra a 5m da parede, estd escorregando,
afastando-se da parede a uma velocidade de 2 m/s. Com que velocidade o topo da escada estd
deslizando neste momento?

4) Um baldo esta a 60 m acima do solo e se eleva verticalmente a razdo de 5 m/s. Um automovel
passa por baixo do baldo viajando a /2 m/s. Com que velocidade varia, um segundo depois, a
distancia entre o baldo e o automovel?

5) Despeja-se agua num recipiente de forma conica, & razdo de 8 cm’/min. O cone tem 20 cm de
profundidade e /0 c¢m de diametro em sua parte superior. Se existe um furo na base, e o nivel da
agua esta subindo a razdo de / mm/min, com que velocidade a dgua estara escoando quando esta
estivera /6 cm do fundo?

6) Um lado de retangulo esta crescendo a uma taxa de /7 cm/min e o outro lado estd decrescendo a
uma taxa de 5 c¢m/min. Num certo instante, os comprimentos desses lados sdo 10 cm e 7 cm,
respectivamente. A drea do retdngulo estd crescendo ou decrescendo nesse instante? A que
velocidade?

7) Dois resistores varidveis R; e R, sdo ligados em paralelo. A resisténcia total R ¢ calculada
pela equagio I/R=(I/R;)+(I/R,). Se R, e R, estio aumentando as taxas de
0,01 ohm/s e 0,02 ohm/s respectivamente, a que taxa varia R no instante em que
R; =30 ohms ¢ R, =90 ohms ?

8) Um triangulo isosceles tem os lados iguais com /5 cm cada um. Se o angulo 0 entre eles varia a
razdo de 7/90 rad por minuto, determine a variagdo da area do tridngulo quando 6= 7/6 rad .
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Analise grafica das funcoes

Maximos e minimos

Defini¢io: Uma fungio y = f(x) tem um ponto de mdximo relativo em x=x,, se existe um

intervalo aberto 4, contendo x, , tal que f(x,)> f(x), paratodo x € 4.

f(x,) é chamado de valor mdximo relativo.

Definicdo: Uma funcdo y = f (x) tem um ponto de minimo relativo em x = x,, se existe um

intervalo aberto B, contendo x,, tal que f(xj) < f(x) ,paratodo x € B.
f(x,) é chamado de valor minimo relativo.

F

Slx)

5 [:xj ::'

Exemplo 42. A funciao f (x) =x’ —4x’ tem um ponto de maximo relativo em x =0 e dois pontos

de minimos relativos emx = ++/2 . O valor maximo relativo ¢ y =0 e o valor minimo relativo ¢
y=—4.

A proposi¢ao seguinte permite encontrar os possiveis pontos de extremos relativos (maximos
relativos ou minimos relativos) de uma funcgao.
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Proposicao: Seja y= f (x) uma fun¢do definida num intervalo aberto 7 = (a,b). Se f tem um
extremo relativoem k € I e f(x) existe paratodo x € I, entio f’(k)=0.

Podemos interpretar geometricamente esta proposi¢ao da seguinte forma:

A reta tangente ao grafico de f no ponto x =k ¢ horizontal, visto que f (k) =0.

¥ ¥
\ o/ A\
AN 7] P x

Defini¢io: Um ponto ce D(f) tal que f’(c)=0 ou f’(c) ndo existe é chamado de ponto
critico de f.

\ Se houverem extremos relativos numa funcdo, estes ocorrem em ponto criticos.\

Exemplo 43. Algumas fungdes e seus pontos criticos.

a) b) 9)

y=x y=l—1+2 y=(x—1Y+1

Observacoes:

e Noexemploa) f (0) =0, mas x =( ndo ¢ um ponto de extremo da fung¢ao.

e No exemplo b) nao existe f '(1), mas x =/ ¢ um ponto de extremo (minimo relativo) da
fungao.

e Noexemploc) f '(1 ) =0 e x =1 ¢ um ponto de extremo (minimo relativo) da func¢ao.
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Uma fungio y = f(x) pode admitir num intervalo (a,b) mais do que um ponto de extremo relativo.

O maior valor da fungdo num intervalo ¢ chamado de valor mdximo absoluto. Analogamente, o
menor valor ¢ chamado de valor minimo absoluto.

—(x Ale)) : —
¥ To o FE ), x, € o ponto de mdximo absoluto de f;

f(x(,) ¢ o valor maximo absoluto de f;

x, € o ponto de minimo absoluto de f,

o b X
v \/ f(xl) ¢ o valor minimo absoluto de f.

— (x;, flx;))

Algumas fungdes podem ndo apresentar extremos relativos num intervalo. Por exemplo
y=x,xe(—2,2).

Funcoes crescentes e decrescentes

Definicdo: Uma funcdo y=f (x), definida num intervalo /, ¢ crescente neste intervalo se para

quaisquer x,, x, € I, x, < x,, temos que f(x,)< f(x,). (ver Fig. 1)

Defini¢ao: Uma funcdo y = f (x), definida num intervalo I, ¢ decrescente neste intervalo se para
quaisquer x,, x, € I, x, < x,, temos que f(x,)> f(x,). (ver Fig. 2)

Y y
f[[x*’;/ f[xﬂm--\
LA Sl )p -

Jrf[] J":J. x JI:[J ;'qj X
Fig. 1 Fig. 2

Podemos identificar os intervalos onde uma funcao € crescente ou decrescente através do estudo do
sinal da derivada da funcdo. Segue a proposicao.
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Proposi¢do: Seja f uma funcio continua no intervalo [a,b] e derivavel no intervalo (a,b).

a) Se f'(x)>0 paratodo x e (a,b), entdo f é crescente em [a,b];
b) Se f'(x)<0 paratodo x € (a,b), entdo f ¢ decrescente em [a,b].

Nogao geométrica:

a) Se a fungdo derivada é positiva para todo x € (a,b) entdo, geometricamente, a reta tangente tem

inclinagio positiva para todo x € (a,b).

fx)=tg(a)>0 = 0<a<90°.

b) Se a funcdo derivada € negativa para todo x € (a,b) entdo, geometricamente, a reta tangente tem

inclinagio negativa para todo x € (a,b).

fx)=tgla)<0 = 90° <a<180°.

Exemplo 44. Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da fungio f(x)=x* —4x’.
Solugdo: Vamos analisar o sinal da derivada desta fungao.

f(x)=4x"-8x= 4x(x2 - 2).

g ——=————= :++++++
[x‘?—EJ+++=——=+++
. — A2 2
Flx) ""r__"'r .

-2 0

Logo:

f € crescente para todo x € [— V2, 0] v, [\/5 , +oo] , pois a derivada ¢ positiva nestes intervalos.

f & decrescente para todo xe [— o, —2 ] U[O, \/3] , pois a derivada é negativa nestes

intervalos.

Observe o grafico da fungao f (x) =x’ —4x’ no exemplo 42.
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Critérios para determinar os extremos de uma funcio

Teorema: (Critério da primeira derivada para determinacio de extremos)
Seja f uma fungdo continua num intervalo fechado [a,b] que possui derivada em todo ponto do

intervalo (a,b), exceto possivelmente num ponto k:

a)Se f (x) > () paratodox <k e f (x) < 0 paratodo x > k, entdo f tem um mdximo relativo em k;

sinal de #'(x) tEEAE e
k

b) Se f (x) <0 paratodox<k e f (x) > () para todo x > k, entdo f tem um minimo relativo em k;

sinal de f'(x)  ------ I EEEE

Interpretagdo geométrica:

a) A funcdo f ¢é crescente para todo x < k , pois f (x) >(0 e ¢ decrescente para todo x > k , pois
f (x) < 0. Desta forma, f assume um ponto de mdximo relativo em x =k .

¥

Flx)>0 Flx)o 7 [x]>ﬂ/\f[x]<l§'

T k b X ::rk,_i;.x

b) A fungdo f ¢ decrescente para todo x < k , pois f (x) <0 e ¢ crescente para todo x > k , pois
f (x) > (). Desta forma, f* assume um ponto de minimo relativo em x =k .

¥

f[x]w\/f[x]m f’[xKﬂ?\ﬁf’[x]}Q

a;'cbx | a PR

Exemplo 45. Determine os extremos da fungdo f(x)=x* —4x”.

Como vimos no exemplo anterior o sinal de f"(x) é

Entdo, de acordo com a proposi¢do, x = +1/2 sdo ponto de minimo relativo e x =0 ¢é ponto de
maximo relativo. Observe o grifico da fungio f(x)=x* —4x’ no exemplo 42.
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O seguinte teorema também ¢ utilizado para determinacdo de extremos de uma funcdo. Ele ¢
aplicado quando a andlise do sinal da primeira derivada ndo ¢ imediata (simples).

Teorema: (Critério da segunda derivada para determinacio de extremos)
Seja f uma fungdo derivavel num intervalo (a,b) e k um ponto critico de f neste intervalo, isto &,

f'(k)=0. Entio:
a) f(k)<0 = f temum mdximo relativo em k;

b) f(k)>0 = f temum minimo relativo em k.
Exemplo 46. Determine os extremos da funcdo f (x) =x’ —4x’, usando o teste da segunda
derivada.
fx)=4x° —8x:4x(x2 —2) Os pontos criticos de f sdo x, =2 e x,=-42.
(x)=12x" -8.

I
I (0) =-8<0,logo x, =0 ¢ ponto de maximo relativo.
v

2

f ( \/3) 16 >0,logo x, =—+2 ¢éponto de minimo relativo.

=16>0,logo x, = V2 ¢ ponto de minimo relativo.

\—/

Este resultado esta de acordo com o exemplo 45.

2

Exemplo 47. Determine os extremos da fungdo f(x)=In(x)—x’, x >0, usando o teste da segunda

derivada.
f'(x)zl—Zx.
X
f'(x)zO :i—2x=0 :i=2x :>x2:§ :>x=i€.€omox>0,temosque)c:72
x X

¢ o ponto critico de f.

V2

Vamos agora determinar o sinal de [~ [TJ

s

f”(x)=—i2—2.Assim f{gj =—4 <0 eentdo x=€
X

¢ ponto de maximo relativo de f.

Veja o grafico da fungdo f(x)=In(x)-x?, x>0 ao lado.
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Concavidade e ponto de inflexao

Sabemos que a pardbola y = ax’ +bx +¢, a # 0, tem concavidade voltada para cima quando a >0
e concavidade voltada para baixo quando a < 0. Nao existe mudanca de concavidade nos graficos
destas fungdes. Situagio diferente acontece em y = sen(x) ou y = cos(x), onde verificamos essas
mudancas. Os pontos de mudanga de concavidade sao chamados de pontos de inflexdo. Através da
derivada (segunda) podemos determinar os intervalos onde uma fun¢do tem concavidade voltada
para cima ou para baixo e os pontos de inflexdao. Estes conceitos sdo tteis no esbogo grafico de uma
curva.

y y A ¥y

&=

/\

~

\ 7

y=cos{x)

N

/N
\

\/x

\V

N/
\/ x

Definicio: Dizemos que uma fung¢do f tem concavidade voltada para cima (C.V.C) num intervalo
(a,b) se [ € crescente neste intervalo. Em outras palavras, se o grafico da fungao estiver acima de

qualquer reta tangente.

Figura 1

Defini¢ao: Dizemos que uma funcdo f tem concavidade voltada para baixo (C.V.B) num intervalo
(a,b) se f ¢ decrescente neste intervalo. Em outras palavras, se o grafico da funcao estiver abaixo
de qualquer reta tangente.

Figura 2

Através do estudo do sinal da segunda derivada podemos determinar os intervalos onde uma fungao
tem concavidade voltada para cima ou para baixo. Vejamos a seguinte proposicao.
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Proposi¢ao: Seja f uma funcdo continua e derivavel até a segunda ordem no intervalo (a,b):

a) Se f"'(x)> 0 paratodo x € (a,b), entdo f tem concavidade voltada para cima em (a,b);

b) Se f"’(x)<0 paratodo x €(a,b), entdo f tem concavidade voltada para baixo em (a,b).
Prova:

a) Como f"'(x)>0 paratodo x € (a,b), entio f'(x) ¢é crescente em (a,b). Desta forma, o grafico
de f tem o aspecto do grafico da figura 1 anterior. De forma analoga prova-se o item b.

Defini¢io: Um ponto P(k, f(k)) do grafico de uma fungdo continua f ¢é chamado de ponto de
inflexdo (P.1.) se ocorre uma mudanca de concavidade na passagem por P.

Fi

Y Y FI
o cve
[ ¢
: il I
k * k i
CVE CVE
Figura 3 Figura 4

Para verificar a existéncia de um ponto de inflexdo P(k, f (k)) no grafico de uma fun¢do f, basta
verificar a mudanca de sinal da segunda derivada na passagem por k.

Observe simbolicamente como isto ocorre:

Na figura 3 temos Na figura 4 temos
. P CVE
sinal de f°(x) __ V2, SVC, sinal de 7 (%) 4aasas oo
k k
Exemplo 48.

Determine os intervalos onde a fungdo f (x) =x* —4x’ tem concavidade voltada para cima, para
baixo e os pontos de inflexao.
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Temos que f'(x)=4x’ —8x e f'(x)=12x" 8.

2
x>0 = 12x’-8>0 = x2>i=£ = x> zou X< —|=.
123 3 3

2

fx)<0 = 12x’-8<0 = el 2 o _ \E

sinal de (%) +ve - -
:
3
Assim, f tem C.V.C. no intervalo (—OO,—\/E/\/E)U(\/E/\/E,-FOO) e tem C.V.B. em

(— \/5/\5 \/5/\/?) Os pontos de inflexdo ocorrem nas abscissa x, = —Q e X, = % .

NE]

\F
—<x<
123 3

F

3

Assintotas horizontais e verticais
Em algumas aplicag¢des praticas, encontramos graficos que se aproximam de uma reta.

Y ¥

e )N

Estas retas sdo chamadas de assintotas.

Vamos tratar mais detalhadamente das assintotas horizontais e verticais.
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Definicao: A reta de equagdo x =k & uma assintota vertical do grafico de uma funcdo y = f (x),
se pelo menos uma das seguintes afirmagdes for verdadeira:

i) lim f(x)=+o0 ;

x—k*

i) lim f(x)z +o0 ;

x—k~

iii) Lim f(x)=—o0 ;

x—k*

iv) lim f(x)=—o .

x—k~

Exemplo 49
a) A reta de equagdo x = 0 ¢ assintota vertical da fungio y = In(x), pois lim In(x)=—o.
x—0"
Observe o grafico da fungdo y = In(x):
F
af Jf1 &
~ f ot . ~ [ . 1
b) A reta de equacdo x =/ € assintota vertical da fungdo y = ———, pois lim ——— = +©
(x=1) =1 (x=1)

/

Observe o grafico da fungdo y = (x - 1) 5!

[
by

Alvaro Fernandes 73



Definicdo: A reta de equacdo y =4k ¢ uma assintota horizontal do grafico de uma fungao
v=f (x), se pelo menos uma das seguintes afirmagdes for verdadeira:

i) lim f(x)=k ;

X—>+00

i) lim f(x)=k .

X—>—00

Exemplo 50
: x’ =1 . x’ =1
a) A reta de equacdo y =/ ¢ assintota horizontal da fungdo y = >, pois lim >=1.
+x o [+
x’ =1
Observe o grafico da fungdo y = >
1+x
¥
.......... ;
\ / *
] o |  senls) . sen()
b) A reta de equacdo y =0 ¢ assintota horizontal da fungdo y =——, pois lim ——==0.
X X—>+00 X
Graficamente podemos perceber que as oscilagdes vao reduzindo a sua amplitude e o grafico da

fungdo y = vai se aproximando dareta y =0.

sen(x)

[,

. Pl
AV L AV AR s

Percebemos neste exemplo que a assintota horizontal toca o grafico da fungao.
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Esbocos de graficos

Utilizando todos os resultados da analise grafica das fungdes, podemos resumir numa tabela os
procedimentos para esbocar o grafico de uma funcao.

Passos Procedimento

1° Encontrar o dominio da fungéo;

20 Calcular os pontos de interse¢do da fungdo com os eixos (quando ndo requer muito calculo);
3° Calcular os pontos criticos da fun¢ao;

4° Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento da fun¢ao;

5° Encontrar os pontos de maximos e minimos relativos da funcao;

6° Determinar a concavidade e os pontos de inflexao;

7° Determinar as assintotas horizontais e verticais (se existirem);

8° Esbogar o grafico.

X
> )
x° =1

Exemplo 51. Esboce o grafico da funcdo y = f (x) =

1° passo (Dominio):
xI—1#0 = x’#] = xz+Jl = x=+l. Logo D(f)zSR—{—], I}.
22 passo (Pontos de interse¢do com 0s €ixo0s):

como eixo x (faga y =0):0 = = x = 0. Logo temos o ponto (0, 0).

2

comoeixo y (facax=0):y = = y=0. O mesmo ponto (0, 0).

0° -1

32 passo (Pontos criticos):

' :](xz—])—x(Zx):m:ﬁ_
f( ) (x2 _1)2 (xz _1)2

f'x)=0 < (_2—1)2:0 < -x'-1=0 < x’=-1. Nio existem pontos criticos,
x —

pois ndo existe x € R tal que x” =—1.
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4° passo (Intervalos de crescimento e decrescimento):

f'(x)= =1 . Estudando o sinal da derivada...

b1y

- b -4 Zooommmmmm oo
29V 4+ 4+t

b.r,ﬂ R T
Fx) o )

A funcao ¢ decrescente Vx € R — {— 1, 1}.

5° passo (Pontos de maximos e minimos relativos):

Como o sinal de f '(x) ndo muda (¢ sempre negativo), entdo ndo existem extremos relativos para f.

6° passo (Concavidade e pontos de inflexdo):

(20 = 1) — (o )W’ = 1)2x) _ (2’ +3)

1= by ey

Estudando o sinal da segunda derivada...

: u}
2 R R L R
(x% +3)

(:xg —f]s 4+ o ___+1 + 4+
- + . = ++

Az =

ftem C.V.C. Vxe(-1, 0)u(l, +o).

f tem C.V.B. Vxe(-w, —1)U(0, 1).

Como x=-/ e x =1 ndo fazem parte do dominio da fun¢do /', entdo o unico ponto de inflexdo ¢é
x =0 pois f'" muda de sinal quando passa por ele.
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7° passo (Assintotas horizontais e verticais):

I lim X = [im al _ ! —i—+oo
o =1 er (x+ Ifx-1) (2f07) o
o (x )(x ) ( )( ) A reta x =/ é assintota.
lim = lim ! = Ea = —o
T (x+])(x 0 (2)(0—) 0o
Vertical:
lim ——= [lim X 1 +00
xo-1 xz—I_H I (x+] xX— ] ( X— '
A reta x =—/ é assintota.
lim al = lim al ]
| > ¥ ol (x+1)(x ] ( X—
. , . .1
lim —; = (L"Hospital) = lim e =0.
Horizontal: Xt =1 ]x Areta y =0 ¢ assintota.
lim = (L'Hospital) = lim — =0.
xo>-o x< — X—>—00 2x

8% passo (Esbogo do grafico):

Reunindo todos o elementos calculados, podemos agora tracar o grafico:
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Atividades (grupo 33)

Pontos criticos.

1. Determinar os pontos criticos das seguintes fungdes, se existirem.

a) f(x)=3x+2. d) f(x)=e"—x.
b) f(x)=x"-3x+8. e) f(x)zx/(x2—4).
c)f(x):3—x3. f)f(x):4x3—]2x2.

Crescimento e decrescimento.

2. Determinar os intervalos nos quais as fungdes a seguir sdo crescentes ou decrescentes.

a) f(x)=2x-1. e) f(x)=x.e".

b) f(x)=3x"+6x+7. f)f(x)=x+£-

o) f(x)=x"+2x" —4x+2. ) f(x)=2cos(x) +sen(2x), x €[0, 2n].
d) fx)=e™. h) f(x)=x"/(x~1).

Pontos de extremos relativos.

3. Encontrar os pontos de méximos e minimos relativos das seguintes fungdes, se existirem.

a) flx)=x"+3x"+1. d) 7(x)=5x"—25x°.

b) f(x) = 8x” —4x° . e) f(x)=(x=1)/(x+1).

o) f(x)=(x"/3)+ (x*/2)-6x+5. f) f(x)=xe".

4. Encontre os pontos de maximos e minimos relativos da  fungdo

£(x) = 2sen(x)+ cos(2x), x € [0, 2r], usando o critério da segunda derivada.
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Concavidade e ponto de inflexao.

5. Determinar os intervalos onde as fung¢des tém concavidade voltada para cima (C.V.C.) e
concavidade voltada para baixo (C.V.B.). Determine também os pontos de inflexao (P.1.).

a) f(x)=x"-2x"+x+1. d) f(x)=(x"-1)".
b) f(x)=3x"—4x’ +6. e) f(x)=VYx—-1.
c) f(x)=2x"-6x". ) f(x)=xe".
Assintotas.

6. Determine as assintotas horizontais e verticais das fungdes abaixo, se existirem.

a) f(x)=x"-3x"+2. d) £(x) = 2:x2_2
x°—x
by £(x) = 2x22. 9 f(x>:sen(x)
9—x X
-2 [
0 (=7 ()=

Esbogo grafico.

7. Para cada fungdo a seguir, determine (se possivel): o dominio, as intersecdes com os €ixos, as
assintotas horizontais e verticais, os intervalos de crescimento ¢ decrescimento, 0S mMAaximos €
minimos relativos, os intervalos onde o grafico tem concavidade para cima e onde o grafico tem
concavidade para baixo, os pontos de inflexdo e o esboco grafico.

Obs: Para confirmar a sua resposta, construa os graficos utilizando um software matematico.

a) f(x)=10+12x—-3x" - 2x". d) flx)=e.
b) f(x)=(x+1)/(x—1). e) f(x)=x.In(x).
o) f(x)=-x"+6x"-3. f) f(x)=e"/x.
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Problemas de otimizacao

Agora apresentaremos os problemas de otimizagdo. Nestes problemas buscamos
solugdes que sdo dtimas, do ponto de vista matematico. Por exemplo: uma empresa deseja produzir
potes cilindricos de 300ml para armazenar certo tipo de produto. Sabe-se que estes potes devem ter
area total minima para reduzir o custo de impressao dos rotulos. De todos os cilindros de volume
igual a 300ml, qual possui menor drea total (raio da base e altura)? Devemos entdo buscar uma
solugdo que minimize a area total do cilindro, reduzindo assim o custo de impressdo dos rétulos nos
potes. Variados problemas praticos, semelhantes a esse, em diversos ramos do conhecimento, sdo
resolvidos com o auxilio das derivadas.

Iniciaremos resolvendo este problema.

Exemplo 52. De todos os cilindros de volume igual a 300m/, qual possui menor drea total (raio da
base e altura)?

Abrindo o cilindro nds temos

aene’ h

2mr

Sabe-se que o volume do cilindro é ¥V = nr°h e a area total ¢ A = 2mr’ + 2nrh .

Queremos determinar os valores do raio (r) da base e a altura (%) de um cilindro de 300 ml de
volume (V) que possua minima area total (4).

Ja sabemos determinar o ponto de minimo de uma fun¢ao através dos dois critérios vistos, mas a
fungdo 4rea possui duas varidveis » e h. Poderemos resolver este problema isolando uma das

variaveis em V = r’h (com V = 300) e substitui-la em 4 = 2nr’ + 2nrh .

300=mw’h = h:ﬂ.

2
r

300 600 . ~ ~
S = 2nr’ +——. Conseguimos entdo tornar a fungdo 4rea como

717 r
funcdo de uma Unica varidvel. Vamos determinar o ponto critico desta fungao:

Temos entdo que A = 2nr’ + 2nr

sm 50
r

4nr—ﬂ20=0 = 4m’=ﬂ20 = r3=@ = 1”231/@%3,607”-
7 r 4 4

Resolvendo agora a equagdo A'=0:

Como A'{f ?j > () (verifique!), temos que 7 = {/? ¢ ponto de minimo da fungdo A (pelo 2°
T T
e L o 600 300
critério para determinacdo de extremos). Substituindo 7 = 3 i em h=—, obtemos h~7,2cm.
T T
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Diretrizes para resolucio de problemas de otimizacio

1. Leia cuidadosamente o problema. Esboce uma figura para auxiliar a sua interpretagao;

2. Identifique e denomine com variaveis as quantidades informadas no problema;

3. Determine algumas relagdes (ou formulas) entre as variaveis;

4. Determine qual variavel deve ser otimizada (maximizada ou minimizada) . Expresse esta variavel
como fun¢do de uma das outras variaveis;

5. Determine o ponto critico da fun¢do obtida o item anterior;

6. Determine o(s) extremo(s) com o auxilio dos critérios da /* e 2“ derivadas.

Exemplo 53. Determine as dimensdes (base e altura) do retangulo de drea maxima que pode ser
inscrito em um semicirculo de raio constante @, como mostra a figura.

ST

[ —

2

Podemos dizer que este retdngulo tem base igual a b e altura igual a A.

a B a ¢ o raio do semicirculo.

&

Queremos maximizar a area do retangulo 4 = bh, sabendo-se que as variaveis b e h obedecem o

2
oy b ~ < . ~
teorema de Pitdgoras (E) +h’ =a’. Podemos entdio tornar a fungdo 4rea como fungdo de uma

2 [ 4.2 12
tnica variavel (b), pois /& = 1faz —~ (%) = be:

/ 2 2
A=b -be = é-b\/4a2 —b” . Lembre-se que a é uma constante!

Resolvendo a equagdo 4'(h)= 0, obtemos:

, ] 2 2 b _2b 4612—172 b2
A=|=W1a’ -b* +=. =2 = .
2 2 2\4ad’ -b’ 2 2Nda’ - b’

V4a’ -b’ _ b’
2 2\4a’ - b’

A=0 < 4ad’-bP=b o 2 =4d" <
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o b=vV2dd o b:a\/E.

Substituindo b = a\/E em h= , obtemos & =

Nda® - b’ a\/z
2 2

. . 1
Verifique que realmente b = a+/2 ¢ o ponto de méximo da funcdo drea 4 = 7 bv4a’ — b’ usando

o critério da segunda deriva A"(b = a2 )< 0.

Atividades (grupo 34)

1) De todos os retangulos de comprimento fixo L, qual possui maior area? Determine a base ¢ a
altura de tal retangulo.

2) Uma reta variavel passando por P(12) corta o eixo Ox em A(a0) e o eixo Oy em B(0,b).

Determine o tridngulo OAB de area minima, para a e b positivos.

3) Dentre os retangulos com base no eixo Ox e vértices superiores sobre a pardbola
y=12—-x", determine o de 4rea maxima (base e altura).

Y

y:IE—xz

4) Uma fabrica produz x milhares de unidades mensais de um determinado artigo. Se o custo de
produgdo é dado por C(x)=2x’+6x’+18x+6 e a receita obtida na venda é dada por
R(x) = 60x —12x”, determinar o nimero 6timo de unidades que maximiza o lucro L.

Obs.: Lucro = Receita - Custo, isto é, L(x) = R(x)—-C(x).

5) Usando uma folha quadrada de cartolina, de lado igual a 60 c¢m, deseja-se construir uma caixa
sem tampa, cortando seus cantos em quadrados iguais e dobrando convenientemente a parte
restante. Determinar o lado dos quadrados que devem ser cortados de modo que o volume da caixa
seja o maior possivel.
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6) A poténcia P de uma bateria de um automovel é dada por P=V7—I°R , sendo I a corrente para
uma voltagem V e resisténcia interna da bateria R. Sdo constantes ' e R. Que corrente corresponde
a poténcia mdxima?

7) O departamento de transito de uma cidade, depois de uma pesquisa, constatou que num dia
normal da semana a tarde, entre 2 e 7 horas, a velocidade do trafego ¢ de aproximadamente
V(t)=26> —27t° + 108t — 35 quildmetros por hora, onde ¢ é o nimero de horas transcorridas apos o
meio dia. A que horas do intervalo de 2 as 7 o trafego flui mais rapidamente e a que horas flui mais
lentamente, e com que velocidade?

8) Faz-se girar um tridngulo retdngulo de hipotenusa dada H em torno de um de seus catetos,
gerando um cone circular reto. Determine o cone de volume maximo (raio da base ¢ altura).

9) Um gerador de corrente elétrica tem uma forca eletromotriz de € volts e uma resisténcia interna
de r ohms. ¢ e r sdo constantes. Se R ohms ¢ uma resisténcia externa, a resisténcia total ¢ (» + R)
ohms e se P watts é a poténcia entdo, P =(¢*R)/(»+R)’ . Qual o valor de R que consumira o mdximo

de poténcia? Interprete o resultado.

10) Corta-se um pedago de arame de comprimento L em duas partes. Com uma das partes faz-se
uma circunferéncia ¢ com a outra um quadrado. Determine o raio da circunferéncia e o lado do
quadrado para que a soma das areas compreendidas pelas duas figuras seja minima.

11) Um construtor deseja construir um depdsito com as seguintes caracteristicas: capacidade de 30
m’, teto plano, base retangular cuja largura é trés quartos do comprimento. O custo por metro
quadrado do material ¢ de R$ 36,00 para o chdo, R$ 204,00 para os lados e RS 102,00 para o teto.
Quais as dimensdes do deposito que minimizardo o custo?
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